Complément a I’article paru dans le Bulletin Vert n° 524
« Neper a-t-il vraiment inventé les logarithmes népériens ? »

auteur : André BONNET.

Annexe 1 : (extrait du bulletin vert de 'apmep n°299, juin 1975)

HISTOIRE ET LEGENDE

Histoire de la découverte
des logarithmes
par Gilbert ARSAC, I R. E.M. de Lyon.

1. Dans notre enseignement, et dans les mathématiques en
général, la fonction logarithme apparait sous deux formes :

— le logarithme décimal, que ’on trouve dans les “tables de
logarithmes”, est un outil pratique utilisé pour le calcul nume-
rique ; :

— le logarithme népérien, introduit en classe de terminale,
est plutot un outil théorique. '

La méme différence se retrouve dans les méthodes d’intro-
duction de ces deux logarithmes : alors que le logarithme népérien
s'introduit par des procédés théoriques, soit comme primitive de la
fonction x>y, soit comme fonction inverse de la fonction
exponentielle, le logarithme décimal peut étre introduit de
maniére élémentaire, sinon rigoureuse, en comparant la progres-
sion géométrique de raison 10 avec la suite des nombres naturels,
c’est-a-dire avec la progression arithmétique de raison 1, et cette
méthode débouche naturellement et rapidement sur le calcul
effectif d’une table de logarithmes.

Ecrivons en effet ces deux progressions parallélement :
1 10 10* 10°.... 0™ ... 10".... 10m " .
0 1 2 3 m n..... m+n ...

La formule 10™*™ = 10™ X 10™ montre que ces deux suites
de nombres possédent la propriété suivante, appelée dans la suite
de cet article propriété P, et vérifiée plus généralement lorsqu’on
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écrit en paralléle une progression geomeétrique et une progression
arithmétique quelcongues :

1 k Kk'.... k"...
0 b 2Zb.... nb...

P: Le produit de deux nombres de la premiére suite figure
dans cette suite et a pour associé, dans la deuxiéme suite, la
somme des associés des deux nombres de depart.

(Dans cet énoncé, “l'associé” d’un nombre de la premiére suite
désigne le nombre de la deuxiéme suite écrit en-dessous : I"associé
de 10" est n).

Par conséquent, si I’on appelle logarithme d’un nombre de la
premiére suite son associé dans la deuxiéme, c’est-a-dire si 'on
pose log 10™ = n, on voit que l'on a :
log 10" X 10™ = log 10™ ™ = n+m = log 10" + log 10™; cette
égalité est I'amorce de la formule générale log xy = log x + log y.

Ainsi, nous pouvons considérer le tableau de nombres que
nous avons écrit comme une premiére table de logarithmes. Cette
premiére table est rudimentaire car, d'une part les valeurs données
4 la variable (1:10;100) sont trop éloignées les unes des autres, et
d’autre part les valeurs prises par la fonction (1,..n) sont évi-
dentes, autrement dit cette “table” peut étre avantageusement
remplacée par la simple formule : log 10" = n.

Pour améliorer le résultat, il faut pouvoir donner & la variable
des valeurs plus rapprochées. On y parvient, dans une premiére
étape, en insérant, entre deux nombres consécutifs de la premiére
progression, leur moyenne géométrique, et, entre deux nombres
consécutifs de la deuxiéme, leur moyenne arithmétique. On
obtient ainsi deux suites :

1 10 10 (V10)* 10*.. 10™ (Y10)*™+' 10m*..
0 1/2 1 32 9 m m+% m+ 1

Ces deux suites, qui sont simplement la progression géomeé-
trique de raison +/T0 et la progression arithmétique de raison 5,
possédent encore la propriéeté P, ce qui exprime que la régle
10m+ " — 10™ % 10" est encore valable si m et n sont rem-
placés par des nombres de la forme P2 o p est naturel. Si nous
définissons encore le logarithme d’un nombre de la premiére suite
comme étant son associé dans la deuxiéme, la formule

. logxy = log x + log y est toujours vérifide grace a la proprieté P
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et nous avons done obtenu une deuxiéme table de logarithmes plus
précise que la premiére.

En itérant ce procédé, on obtient évidemment des tables de
logarithmes de plus en plus précises; les valeurs prises par la
variable, c'est-a-dire les nombres de la premiere suite, sont de plus
en plus rapprochées et autorisent le calcul par interpolation du
logarithme des nombres ne figurant pas dans la premiere suite.

Par exemple, 4 I'étape suivante, on obtient les suites :

1 410 10 ( ¥10)* 10..
1 3

1
0 1 2 1 1..
- 4 1 1
d'ou log =2 et  log+/10 =5

Prenons pour valeurs approchées :
V10 = 1,78 et /10 = 3,16 ;ainsion a :
log 1,78 = 0,25 et log 3,16 = 0,5
On en déduit par interpolation une valeur approchée de log 2 :

log 2 ~ 0,25 + 22> —DZ2x (2-1,78)

C’est-a-dire : log 2 = 0,29
(la valeur approchée a -1-1'-] prés est en réalité 0,30).

2.  (est par cette méthode que le mathématicien anglais
BRIGGS put calculer sa table de logarithmes décimaux a 15 déci-
males publiée en 1624 : il avait répété plus de cinquante fois I'opé-
ration précédente, c’est-a-dire que la premiére de ses deux suites
était la progression géométrique de raison 1012 %%,

Les outils mathématiques nécessaires au travail de BRIGGS, a
vrai dire essenticllement des techniques de calcul, étaient
disponibles a la fin du XVIéme siécle. La propriété P avait eté
signalée par CHUQUET en 1484 puis, indépendamment, par
STIFEL en 1544 ; ce dernier I’avait méme étendue aux exposants
fractionnaires et aux exposants négatifs. Il ne faut pas croire qu'il
s’agissait d’une remarque banale : la simplicite de la formule qui
'exprime actuellement (10™'" = 10™ X 107) tient a I'emploi de
la notation exponentielle 10", et de la notation littérale qui
désigne par m et n des nombres quelconques ; ces deux inven-
tions sont postérieures a la découverte de la proprieté P. On peut
méme noter, pour la. petite histoire, que le signe = est, lui aussi,
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Annexe 2 : (page de garde de I'ouvrage de Néper publié en 1614)




Annexe 3 : (Extrait de la table concernant les arcs de 44° a 44° 30’)

Annexe 4 : (La traduction en anglais de Descriptio, datant de 1619)

A DESCRIPTI-

ON OF THE ADMIRABLE
TABLE OF LOGARIHMES.

WITH THE MOST PLEN-

TIFVL. EASIE. AND READY
Vse thereof in both kindes of
Trigonomeirie, as also in all Ma-

thematicall Account.

Tae First Booke.

CHaP L
Of the Definitions.

A line is said to increase equally, when L Definition.
the paynt describing the same, goeth

forward equall spaces, in equall times,
ar momenis.

Let A be a povat, from which a line is to
be drawne by the motion of another
povnt, which let be B.

Now in the first moment. let B moue
from
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A to C. In the second mement form C to
D. In the third moment from D to E. &
so forth infinitely, describing the line

ACDEF. &c. The spaces AC, CD, DE,
EF. &c. And all the rest being equall,
and described in equall moments (or
times.) This line by the former definition
shall be said to mcrease equally.

A Corollary or Therefore by this increasing, quantities

consequent.  pgually differing, must needes be
produced, in times equally differing.
As in the Figure before, B went forward
from A to C in one moment, and from A
to E in three moments. So in sixe
moments from A to H: and in § moments
from A to K. And the differences of
those moments, one and three, and of
these 6 and 8§ are equall. that 1s to say
two.
So also of those quantities AC, and AE,
and of these, AH, and AK. the
differences CE, and HK are equall, and
therefore differing equally, as before.

2. Defimtion. 4 [ine is said ro decrease proportionally
into a shorter, when the poynt describing
the same in equall times, cutteth off
parts continually of the same proportion
fo the lines from which they are cut off

R 2

mno

c
Somm £ 2 3 4 5 7 s 9nn B

For examples sake. Let the line of the
whole sine aZ be to bee diminished
proportionally: let the poynt diminishing
the same by his
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mofion be b: and let the proportion of
each part to the line from w it is cut off,
be as QF. fo Q5. Therefore i what



proportion QS 1s cut tn R in the same
proportion (by the 10 of the 6 of Euclide)
Let aZ be cut in c. and so let b mnning
from a to ¢ m the first moment, cut off
ac from a7, the line or sine cZ
remaining.

And from this ¢Z let b proceeding in the
second moment, cut off the like segment,
or part, as QR to QS: and let that bee cd.
leauing the sine. 4Z. From which
therefore in the third moment, let b in
like manner. cut off the segment de, the
sine ¢Z being left behinde. From which
likewise in the fourth moment. by the
mofion of . let the segment ¢f be cut off,
leauing the sine fZ. From this fZ in the
fifth moment, let 5 in the same
proportion cut off the segment fz,
leauing the sine gZ, and so forth
infinitly. I say therfore out of the former
definition. that here the line of the whole
sine aZ, doth proportially decrease into
the signe gZ, or mto any other last sine,
in which b stayeth, and so in others.

Hence it followeth that by this decrease
in eguall moments (or fimes) there must
needes also bee left proportionall [ines
of the same proportion.

For what continuall proportion there is
before of the sines to be diminished. aZ.
cl . dZ eZ fZ. gZ hZ iZ and kZ &c.
and of the segments cut off from them
ac, cd, de, ef, f&, gh, hi. and ik, there
must needes be also the same proportion
of the sines remaining, that 1s, ¢z, dz, ez,
fZ, gz, hz, iz, and Az, as may manifestly
appeare

A Corolary.
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by the 19 Prop. 5 and 11. Prop. 7,

Euclid.

3. Def. Surd quantities, or vaexplicable by
number, are said to be defined, or



4. Def.

5. Def.

6. Def.

expressed by numbers very neere, when
they are defined or expressed by great
numbers which differ not so much as one
vnite from the frue value of the Surd
GUAaRnies.

As for example. Let the semidiameter, or
whole sine be the rational number
10000000 the sine of 45 degrees shall be
the square root of 50,000.000_000,000,
which 15 surd. or irrationall and
inexplicable by any number, & is
included between the limits of 7071067
the lesse, and 7071068 the greater:
therfore. it differeth not an vnite from
either of these. Therefore that surd sine
of 45 degrees, 1s said to be defined and
expressed very neere, when 1t 1s
expressed by the whole numbers,
7071067, or 7071068, not regarding the
fractions. For 1n great numbers there
ariseth no sensible error, by neglecting
the fragments, or parts of an vnite.

Egquall-timed motions are those which
are made fogether, and in the same time.
As m the figures following, admit that B
be moued from A to C, in the same fime,
whernn » is moued from a to ¢ the night
lines AC & ac, shall be sayd to be
described with an equall-ttmed mofion.
Secing that there may bee a slower and a
swifter motion giuen then any motion, it
shall necessarily follow, that there may
be a motion giuen of egquall swifinesse fo
any motion (which wee define to be
neither swifter nor slower.)

The Logarithme therfore of any sine is a
number very neerely expressing the line,
which mcreased
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equally in the meane time, whiles the line
of the whole sine decreased



proportionally info that sine, both
motions being equal-timed, and the
beginning equally swiff.

' — i e

As for example. Let the 2 figures going
afore bee here repeated, and let B bee
moued alwayes, and enery where with
equall, or the same swiftnesse wherewith
b beganne to bee moued in the
beginning, when 1t was in a. Then in the
first moment let B proceed from A fo C,
and in the same time let » moue
proportionally from a to c. the number
defining or expressing AC shal be the
Logarithme of the line, or sine ¢Z. Then
in the second moment let B bee moued
forward from C to D. And m the same
moment or time let & be moued
proportionally from ¢ to d. the number
defining AD, shall be the Logarithme of
the sine 47. 5o in the third moment let B
go forward equally from D to E, and in
the same moment let b be moued
forward proportionally from 4 to e, the
number expressing AE the Logarithme
of the sine eZ. Also in the fourth
moment, let B proceed

7 L9
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to F, and b to f, the number AF shall be
the Logarithme of the sine fZ. And



A cosequet.

keeping the same order continually
(according to the former definition) the
number of AG shall be the Logarithme
of the sine gz. AH the Logarithme of the
sine fiz. Al the Logarithme of the sine iz
AK the Logarithme of the sine &z. and so
forth infinitely,

Therefore the Logarithme of the whole
sine 1000000 is nothing, or 0; and
consequently the Logarithms of numbers
greater then the whole sine, ar lesse then
nothing.

For seeing 1t 1s manifest by the
definition, that the sines decreasing from
the whole sine, the Logarithmes increase
from nothing: therfore contranwise the
numbers which yet we call Sines,
increasing vato the whole sine, that is fo
10000000, the Logarithmes must needs
decrease to 0 or nothing: and by
consequent the Logarithmes of numbers
increasing aboue the whole sine
10000000, which we call Sacanits. or
Tangenis, and no more sines, shall be
lesse then nothing.

Therefore we call the Logarithmes of the
sines Abounding, because they are
always greater then nothing, and set this
marke + before them, or else none. But
the Logarithmes which are lesse then
nothing, we cal Defectiue, or wanting,
selting this marke - before them.

It was indeed left at libertie in the
beginming. to attribute nothing, or 0. to
any sine or quantitie for lus Logarithme:
but it was best to fit 1t to the whole sine,
that the Addition or Substraction of that
Logarithme which is most frequent in all
Calculations, might neuer after be any
troubel to vs.
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Annexe 5 : (Une application des logarithmes a la résolution d’un triangle, au début du livre Il)

Explications :

Le triangle ABC est rectangle en A ; on connait : 'hypoténuse BC = 9385 et le c6té AB = 9384,
on cherche & déterminer les angles B et C et le c6té AC.

- . . ., Sin(€) _ 4B
Neper utilise la relation de proportionnalité : = —
107 BC

qui donne : Nlog (Sin(C‘)) — Nlog(107) = Nlog(AB) — Nlog(BC)

or le logarithme du sinus total est nul ; donc:  Nlog (Sin(é)) = Nlog(AB) — Nlog(BC).

La détermination de C se fait par une lecture de la table et B est le complémentaire de C ...



Annexe 6 : (Deux trés belles réalisations de Blirgi et deux compas de proportions de sa
fabrication, le troisieme est attribué a Galilée)




Annexe 7 : (page de garde et premiére page des tables de Biirgi, édition de 1620)
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Annexe 8 : (Les deux premiéres pages du facsimilé du manuscrit de Biirgi)
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