YV

T

.r—.-.

N
(S

%N&r‘! ~

Architectures et mathématiques




Introduction : pourquoi cet intérét pour I'art en mathématiques ?

Classe de seconde (29 éleves)

\

25 option Arts Plastiques

Enquéte distribuée au début de I'année

1

Les mathéematiques : ca sert a quoi ?




Sommaire

* Intérét pour le lien mathématiques ~ Arts

* Mathématiques et arts : quels rapports ?

* Promenade mathématique dans les constructions gothiques
* Panorama des figures géométriques communes

* Activités dans les classes :

- La géométrie du triangle a travers une premiere activité

pd pd N




Mandelbrot

Julia

Jardins de Le Notre mosaique de I’Alhambra gravures d’Escher

Modulor

Kandinsky




Mathématiques et Arts : quels rapports ?

Peinture
— Notion de perspective, le trompe 1'ceil, les anamorphoses
- Les symétries
- Les proportions
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[ école d’ Athénes Les Ambaésadéurs




Mathématiques et Arts : quels rapports ?

* Musique
- Gamme pythagoricienne

o [ ittérature
— Oulipo (fondée née 1960)

* Qulipiens : rats qui ont a construire le labyrinthe dont ils se proposent
de sortir

* Ecrire sous des contraintes que 1'on s’est donné
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Quelques exemples de figures géométriques

Notre Dame de Paris (1) La Sainte Chapelle du Horloge astronomique
chateau de Vincennes de Besancon

Cathédrale de Eglise Sainte Genevieve

Clermont-Ferrand (Paris)
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Quelques exemples de figures géométriques (2)

Eglise Saint
Pierre de Caen

Cathédrale de
Reims

Cathédrale de
Chartres

Eglise de
Caussade



Analyse de la facade de 1'Eglise Saint
Pierre de Caen

Que peut-on observer ?

e Triangles de Reuleau



Mathématiques en architecture

Analyse de la facade de 1'église Saint

Pierre.

Probléme :




Mathématiques en architecture

Analyse de la facade de I'église Saint Pierre (2).

Probleme plus difficile :
étant donné un demi-cercle, construire dans

ce demi-cercle deux demi cercles de méme rayon
et un cercle de méme rayons.

)



Et dans les classes ?




Mathématiques en architecture

Premier travail sur la facade de I'église Saint Pierre.
Lo ~ K77 —

Probleme :
étant donné un cercle, construire dans

ce cercle quatre cercles de méme rayons
tangents extérieurement a

deux autres et tangents intérieurement au
grand cercle.




Analyse de la situation

* Contenu mathématique :
- Cercles tangents
- Théoréme de Pythagore

- Calcul littéral avec la difficulté supplémentaire consistant a trouver une quantité
une fonction d"une autre.

- Nombres constructibles a la regle et au compas
* Théoreme de Pythagore
* Triangles semblables
* Contenu pédagogique :
- Probleme de recherche
* Découvrir leur méthode de travail
- Démarche scientifique




Enoncé donné aux éleves et exemples de travaux

Enoncé donné aux élev

Exemples de travaux :

Seconde - 2006-2007
Prénom : lencammdis Appréciation ;

P heet. w2 ()
Nom : dwicmmods . o A

Introduction a la géométrie :
Travail de recherche a rendre pour lundi 25 septembre 2006

On se propose de reproduire la figure géométrique | Pour cela, on se donne C un cercle de rayon R (R>0)
située sur la fagade de I'église Saint Picrre & Caen, | donné. Construire dans ce cercle, 4 cercles de rayons
& savoir les 4 cercles inscrits dans un cercle. identiques 7 (r>0), tels que ces cercles soient tangents
intérieurement au grand cercle et tangents & deux autres.
1. Déterminer r en fonction de R.
2. Construire la figure pour R—ffm.

Seconde & - 2006-2007
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Prénom : iation ©
m :Cnalie Appréciation St @
Nom : ) )
Introduction a la géométrie :

|
Travail de recherche a rendre pour Tundi 25 septembre 2006

On se propose de reproduire la figure géométrique | Pour cela, on se donne C un cercle de rayon R (R>0)
située sur la fagade de 1°église Saint Pierre & Caen, | donné. Construire dans ce cercle, 4 cercles de rayons
4 savoir les 4 cercles inscrits dans un cercle, identiques r (+>0), tels que ces cerclos soient tangenis
intéricurement au grand cercle et tangents a deux autres.
1. Déterminer » en fonction de R.
2. Construire la figure pour R—Jgnm.
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Rappels :
Cercles tangents i Cercles tangents i
Rappel o& i y
ped ol bl Rappelons que deux cercles de
L - centres O et O,, de rayons

my:ns mdml' 3 r‘“: K respectifs 7 ot r, sont dits
sont o

A e e P W tangents intérieurement i et
soulement si 0,0, =141 N seulement si 00 =ri—r.
Dans ce cas, les deu cercles Bunsce as; lesdmsicesties
ont un unique point commun ont ““ _“mq“ pomt’ comy
(noté ici 4) et A€[00,]. (noté ici ) et O, € [O,4].

Rappels :
Cereles tangents Cercles tangents intérieurement
?Wemlm q‘g s 5"”]“ Rappelons que deu cercles de
N ekl centres O et 0, de rayons
pie m?mfs K respectifs 7, et 7, sont dits
:::]g!,fng,,,:, :m gm: £z N tangents imtérieurement si et
i ] soulement si 00, =r ;.
g i A s n cx, o o e
onati dpd o et um onke pose i
(noté ici 4) et A<[0,0,]. (oté ici 4) et 0, €[0,4].
Recherche

Recherche

nde : 2006-2007
Introduction a la géométrie

Secor
Prénom : ¥ Leram _ Appréciation = J g @
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Soms BLE SR e Tin bewise udndle

Travail de recherche a rendre pour Tundi 25 septembre 2006
On se propose de reproduire Ja figure géoméirique | Pour cela, on se donne C un cercle de rayon R (R>0)
située sur la faade de 1église Saint Pierre & Caen, | donné. Construire dans ce cercle, 4 cercles de rayons
4 savoir les 4 cercles inscrits dans un cercle. identiques r (r=0), tels que ces cercles soient tangents
intérieurement au grand cercle et tangents A deux autres.

1. Déterminer » en fonction de R.
2. Construire la figure pour R=dgm.
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Cercles tangents intérieurement

Rappels :

Cercles tangents extérieurement
Rappelons que deux cercles

de centres O et O, de
rayons respectifs # et 7
sont dits tangents
extérieurement  si et
seulement si Q0, =K +7,.
Dans ce cas, les deux cercles
ont un unique point commun

Rappelons que deux cercles de
centres O et O,, de rayons
respectifs 7 et #, sont dits
tangents intérieurement si ct
seulement si OO, =#—r.
Dans ce cas, les deux cercles
ont un unique point commun
(noté ici A) et O, €[0,4].

(.

(noté ici A) et A<[00,].

Recherche




Une autre figure de base : la rosace
trilobée

Probléme :
étant donné un cercle, construire dans ce cercle
trois cercles de méme rayons tangents
extérieurement a deux autres et tangents
intérieurement au grand cercle.

* Contenu mathématique




Mathématiques en architecture

Deuxiéme travail sur la facade de 1'église Saint Pierre.

Probléme :

étant donné un cercle, inscrire quatre
cercles de méme rayon, inscrits dans trois
cercles de méme rayon, inscrits dans sept
cercles de méme rayon, inscrits dans le
grand cercle initial.




Deuxieme travail sur la facade de I'église Saint Pierre,
Analyse de la situation

* Probleme de construction
(analyse - synthese - construction)
* trouver les différentes relations entre
les rayons
* Exprimer tous les rayons en fonction
du grand rayon initial
* Justifier que les relations entre les
rayons sont suffisantes
* Avoir une démarche scientifique
* Donner une application concrete de
l"utilité des mathématiques




Enoncé donné aux éleves et exemples de travaux
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Enoncé donné aux éleve|

Exemples de travaux :

C h\;m\-lhcm mn&mmto_ﬁml@lum_g@mk_m&__n_

SRR

P 4.4 4 1 1 1 { =t

______ D Qusan tosc o i sy, st o bnd e

‘r’mj.m\'e‘nnfa U&:'\m‘mniﬁn damD m;nf ;Col\fo‘»q &_mﬁm_
ROS O, AROCASED oD ety TN A N S

’,ﬂr %LH\ nnh‘é} Ti_:_:')n'l'ﬂ. “J“L-:'l[?_"{\l, | | _.I._ =
rEspele e Tl o | i




Ouverture

* Activités de découverte faite en seconde

* Figures de base a découvrir tout au long de la scolarité
- Sixieme et cinquieme
- Quatriéme, troisieme et seconde

— Premieére et terminale




Sixieme ~ cinquiéme : programmes de construction élaborés

- Rosace trilobée

ROSACE TRILOBEE

1. Tracer un cercle de centre O

Placer un point A sur le cercle.

2. Reporter l¢ rayon 4 fois 3 partir de A, dans le sens des
aiguilles d'une montre, et nommer un point toutes fes
denx marques: B et C,

3. Tracer les demi-droires [AO), [BO) et [CO).

4. Tracer lz perpendiculaire 4 [AO) passant par A ;

elle conpe Ja demi-drowe [CO}en 1.

B. Tricer la bisseorrice du secteur ADC

elle coupe [AO) en O1.

B. Tracer le cercle de cenrre OF, passant par A.

7. Reporter [z longuear Q1A sur [BO] 2 partir de B et
marquer 2,

8. Tracer le cercle de centre O2, passant par B,

9, Reporter la Jonguenr QLA sur [CO & partir de C et
marguer Q3.

10. Tracer le cercle de centre O3, passant par .

- Rosace quadrilobée

ROSACE QUADRILOBEE

1. Tracer un carré ABCD (voir page 10,

2. Construire les miliens E de [AB], F de [BCJ, G de [CD).
H de [DA]

3. Tracer les diagonales du careé [AC] et [BD). er les médianes
du carré [EG] et [FH|

4. Elles se coupent en (0

5. Tracer la bissectrice du sectenr BAC ¢

elle coupe [EG] en O1,

6. Tracer le cercle de centre Q1 passant pir E.

7. Reporter la longueur O1E sar [FO] 3 parde de F

et narquer O2, puis sur [GOJ 4 parr de G e manquer O3,
puiis sur [HEQY] & pareir de H, ex margaer O4.

8. Tracer le cercle de centre 2 passant par E

8. Tracer le cercle de ¢entre O3 passant par (3,

et le certle de centre O4 passant par H,

10, Tracer Je cercle dde centre O passant par E.

et le cercle de centre O passant par les points de coneact des
quatre petits corcles.

- Rosace pentalobée

ROSACE PENTALOBEE

1. Tracer un pesnagone ABCDE hserit dans wn cercle de centre O
2, Tracer la demi-droite [DO),
clle coupe le cité [AB] en son milicu 1,
3. Tracer los demii-draites [EO). [AC} [BO). é¢ [CO).
4. Tracer Ta perpendiculaize o [AC) passant par A <
elle coupe It demi-droite [O1) en B
8. Tracer I bissectrice du secteur APO) 5
elle coupe [AQ) en O
B. Tracer le cercle de centre O passans par A,
7. Reporeer Ia longuenr Q1A sur [BO] 3 partir de B
et margaer (2,
8. leporrer de méme la longaeur (1A sur |CO)
a partic de C et marquer O3,
puis sur [DO] 3 paror de D et marguer O,
et sur [EQY] a partir de E et marquer 05,
. Tracer le cercle-de centre 02 passant par 1,
le cerele de cenere O3 passant par C,
le cercle de centre O4 passant par B,
et cehui de conere O3 passant par
10, Tracer ke cerele de centre O passant par Jes poings
de contact des ving peries cercles.

— (construction d"un pentagone

PENTAGONE REGULIER (RAPIDE)

1. Tracer un cercle 'de centre O, Placer tn point A Ssur
le cercle.

2. Tracer deux diamétres [AC] et [BD]
perpendiculaires,

3. Construire le milieu P du segment [AQ].

4, Tracer un arc de gercle de céntre P passant par B et
coupant [OC]

5. Ce arc coupe [OC] en R

B. Tracer un arc de cercle de centre B, passimt par B, et
coupant I¢ cercle en S [BS] est un caré du pentagone.
7. Reporter au conpas trois £ois successivenent la
distance BS. On construic ainsi les sommees T, U etV
du pencagone

8, Joindre les sommets du pentagone BETUV,

ROSACE A SIX PETALES

1. Tracer un cercle de centre O Placer un point A sur le cercle.
2. Reporter le rayon 5 fois § partir de A, dans le sens des aiguilles
d'une montre, comnie pour construire un hexagone régulier,
et nommer les poines B, C, 1D E F

3. Tracer les droites (FA) cr (BC) :elles se coupent en M.

4. Tracer les droites (OM) et (AC).

5. Marguer leur poine d'intersection G,

ot rracer le diametre [DA]

6. Construire la droite perpendiculaire & ({OM) passans par G,
Elle conpe (OA) en P

7. Trager le cercle de centre F passant par A.

8. Tracer les diamétres [BE]. et [CF].

9. Tracer le cercle de cenere O, passant par

B
il coupe Tes rayans [OB), [OC], [O12]. [OE]. [OF] respectivement
en QRS T.U
10, Tracer les cercles de centre Q. passant par B,
de centre R passane par €, de centre § passant par 1)
de centre T passant par E, et de centre U passant par B



Sixieme ~ cinquieme : Eglise de Caussade
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Premiere ~ Terminale : probleme de construction élaborés

* Introduction du probléeme de construction en insistant sur
la synthese

* Construction du triangle isocele elliptique en terminale :




Ces figures géométriques sur les églises
gothiques vues comme des sangaku ?




Les sangaku :

de la mathématique
divine...




Qu’est-ce que
des sangaku ?

Tablettes en bois gravées de problemes




Exemples (1/3)
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Exemples (2/3)
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Exemples (3/3)
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Ou peut-on trouver des sangaku ?




Des constructions surprenantes et... difficiles

La plupart des sangaku traitent de la geomeéetrielidignne mais
les problemes traitées sont bien différents de caaxés en
occident: les cercles, les ellipses, les inscrimgiode figures a
I'intérieur d’autres figures, sont fréquents airtpiie la recherche
de relations metriques.

Certains problemes sont élementaires d'autres rsiees des
techniques avancées de calcul intégral ou de gémmeaffine et




Cercles inscrits tangents

Quel est le rayon du
n-iéme petit cercle en
fonction du rayon du
grand cercle ?

o | Ao i E W1y

sion japonaise du théoreme du cercle de Descartes.
On peut toutefois utiliser I'inversion, qui était a I'époque
inconnue des mathématiciens japonais.

Réponse : r/[(2n-1)? + 14]. La solution originelle de
ce probleme fait intervenir a plusieurs reprises la ver-




Théoréme des six sphéeres de Soddy

Quel est le nombre de
petites sphéres que 'on
peut tracer ?

Probleme mentionné sur une

Réponse : Six spheres. Le théoreme des six spheres
de Soddy stipule que le nombre de spheres est égale
asix. Curieusement, lesrayons £, t,, ..., {; des diverses
spheres bleues qui composent le collier sont liés par
les relations : 1/¢, + 1/t, = 1/t, + 1/t. = 1/t; + 1/t




Applications dans I’enseignement
des constructions préalables (4eme et plus

secondo A Comstration do sangzkus Ao 2002007
Les Sangakus

T momibrens temples japsras sont decorss de tabletbes votives appelée:
g, Les sangales sant des iableie an bois sraves: e probline:
madiemaiquer, sevockas en ofrande dins les temples faponis 3T
an D siecle, ap

de i complese de c:lnﬁmzh:qns. La
pliupast des tableties ne foumcsent aucune mdication quant aax mathoder
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Exemples de sangaku a faire en classe (1/3)




Exemples de sangaku a faire en classe (2/3)

Les trois cercles ont le
méme rayon.



Exemples de sangaku a faire en classe (3/3) :

6 eme

Saitme Saomiirie Amnde 20077002

Namration de recherche
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‘st c que vents avaz fast pour I tronrver ou pour esssyer da 1a trouver.

- Vous me decrirer vos essais Sutes Jo Dies qUO TOLS aveZ ersayees frame o1 clks nant paz
ahoutt

- Touts mon swention s zur 1 qualie ot la persavaranca de vews racharcha. Ja e tendral gas
compis de Tothoptaphe ou de Ia symiswe. Jatiacherat plus dimpaniance & L pricidon do colie
maviation qus sésulat trouve hurrdme.

Enonce?:
Tl dela

Eenn ke 4 da 4

narrations de recherche

Jusridms

Namration de recherche

4 eme

Crddendiris

Consipnes -

- Tewous derande de ne pas vous conteneer de me donner la séponse nrads de me raconier an dédail
ot O e VoS @ved fatt pour l drouver oo pour essaver de la drouver.
- Vo mee dérriner vos essals, doudes les phibes que Vous aver assa s mime 51 ks n'ont pas

ahoutl

- Toute mwon aHenidom bz aur Lo qualsd o la persdvdrance de voine recherche Te mie ddendral pas
compte de Forthapraphe ou de k- omtase. Tattacheral phis dimpontence & Lo précicion de cetie
Marration quiau ket drouyd ho-medre.

Enemed 1 :

Encmed 2:

Ecrire ke prograrrare de con struction de 1a figu e pdoméinique chdessois -

Ecrine ke prograresre de construction de L figu re pdoredinque crdessous -




Conclusion

e Narrations de recherche
* Démarche scientifique

* Utilisation de logiciel de géométrie
dynamique
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