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Parler du futur de I'enseignement des mathématjqreeg’est pas seulement faire un
bilan critique de I'aujourd’hui de cet enseignemeéhs’agit de trouver des lignes directrices,
a partir de ce qui se faisait hier, et méme danpassé plus lointain. En reconnaissant que
I'enseignement change selon des lois d’'un dévelnepe épistémologique encore assez mal
décryptées, et guere mieux éclairées si I'on pdidajeux sociaux. Dans le doute, j'ai choisi
de poser des questions d'un futur a partir d'unstatinde confrontations : cela ne peut
surprendre que ceux qui espérent contradictoiremmeatla mathématique soit a la fois une
discipline consensuelle, et une discipline a phrtsuis sdr au contraire que les confrontations
auxquelles ont le plus souvent di se soumettrerissignants de mathématiques ne cesseront
pas dans le futur, et il me parait utile de prélesér nouvelles confrontations auxquelles les
mathématiques seront soumises en tant qu’ellesessignées a I'école, au collége, au lycée
et tout autant a l'universite.

La confrontation la plus ancienne, mais qui risgeedevenir la plus aigué si rien ne
change, est celle de I'utilité accordée aux mathigues. Je ne vais pas cesser d’en parler,
mais il faut dire aussitot qu’il n'y a aucun jugamhede relativisme porté sur les
mathématiques a afficher d’emblée que I'utilité elégh de chaque période historique et de
chaque strate de civilisation, et qu’est alors ke la représentation des mathématiques
qui passe dans la téte d’'une majorité ou seuleate® certains qui ont un pouvoir culturel.
Pensons-nous que l'utilité ait le méme sens podelaiere impératrice douairiere de Chine,
Ci Xi, qui exhortait a la fin du XIXe siécle les f@bis a n’apprendre des Occidentaux que
leurs mathématiques car elles régissaient leutsigges, et pour Ignace de Loyola qui, au
milieu du XVle siécle, tenait a ce que tout postulgsuite reclt un fort enseignement de
mathématiques pour se garantir de raisonnemeidsiélx sur des chimeres philosophiques,
ou théologiques. On constate pourtant que l'un mresniers livres européens, traduit en
chinois des 1607 pour favoriser le contact entsecieilisations, a été ldslementsd’Euclide,
d’apres la version latine commentée gqu’avait dor@iéeius. Ce dernier était le professeur de
mathématiques révé par Ignace de Loyola pour lée@®lromain, et il contribua a fatio
studiorum réglant ou donnant une norme pour I'enseignerdentous les colleges jésuites
dans le monde entier. L'exhortation de Ci Xi avddinc déja été pensée par les jésuites
missionnaires, qui rajoutaient cependant le dogmnétien a Euclide, ce dont précisément des
siecles plus tard I'impératrice ne voulait toujopes.

Qui dit regle des études dans les colleges indsyfisamment qu’il y avait, et ce
aussi bien pour les mathématiques, des équilibrésaldlir, et que ceux-ci n’étaient pas
évidents car il y avait des confrontations, quseeaéduisent pas a I'époque a la confrontation
entre le genre mathématique et le genre philosaghigntre les humanités et un savoir
moderne. Fallait-il par exemple enseigner l'algéeldes équations, alors qu’aucun exposeé
n’était satisfaisant, ou la trigonométrie et sddes numeériques, voire les logarithmes, alors
méme que les calculs paraissaient relever d’anatgories professionnelles, et étaient jugés
indignes du petit nombre de ceux qui suivaient urswes universitaire. La question portait



aussi sur le changement qui touchait la civilisagaropéenne, une division chrétienne faut-il
rappeler, ou I'on tablait sur une réduction marcleadu monde en termes de quantité, de
production de taux d'intérét, etc. A la fin du X¥lisiécle, c’est une nouveauté, la
mathématique se représente a elle-méme commencsadies quantités », science de ce qui
est susceptible de plus ou de moins !

Mathématiques et enseignement des mathématiques

En cette réunion de Clermont-Ferrand ou I'APMEP i avec succes tant
d’enseignants, je dois évidemment distinguer lesthématiques enseignées des
mathématiques. Il faut prendre cette précautionalise pour le futur si I'on a déja pris soin
de constater que la plus grande partie de la ptmstumathématique mondiale, celle qui se lit
dans les journaux spécialisés, ne sera jamaisgereseiD’ailleurs, n’en a-t-il pas toujours été
ainsi du point de vue relatif, alors méme que d&ss siécles passés la production
mathématique était bien moindre. On a I'impressjoie, dans une majorité d’universités
avant 1600, seul le premier livre deEmentsd’Euclide était enseigné, sur les treize qu'ils
comportent, voire quinze selon une certaine traalitiOn terminait donc par le théoréeme de
Pythagore et sa réciproque, qui est largement boitdgujourd’hui. Autrement dit, penser
'enseignement des mathématiques comme une vudgjansde la mathématique qui réussit,
c'est s’empécher de comprendre le réle de cettenwgomauté bien spécifique, mais si
nombreuse aujourd’hui dans tant de pays des ermsggade mathématiques, pris entre des
traditions de I'enseignement et le contact avecrdathématiques en changement. Toute la
guestion devient celle des choix effectués, et plusore des facons de changer ces choix :
bref la question pourrait devenir celle de saveiqai détermine cette communauté. Car il y
a aussi, a c6té ou en plus, la représentation gekématiques dans les milieux savants,
comme dans la société en général.

I me semble donc qu’il y avait de la clairvoyanaeintituler Association des
professeurs de mathématiques I'organisation qus rréunit, et de ne pas prendre un titre
géneérique, imposé par le scientisme des annéeséddon de la Société mathématique de
France dans le dernier tiers du XIXe siecle. Deaits au niveau international, on maintient la
spécificité professionnelle : on parle de Congrésrnational des mathématiciens depuis la
toute fin du XlXe siecle, et non de Congres intéomal des mathématiques. Aussi bien,
comme toute communaute, les professeurs de matig@estsont traversés par des enjeux
culturels, des enjeux disciplinaires, et des enpausein méme du métier d’enseignement. La
mémoire organisée et rationalisée de la résold®res enjeux, sous forme de programmes
précis, et surtout sous forme de pratiques d’enseignt toujours précaires et renouvelées
devant une classe, constitue I'histoire de I'ensegent des mathématiques, sur laguelle nous
n'avons guere de travail sérieux et suffisammeifd pour la « communauté » que j'essaie de
cerner. J'aimerais donc débuter par un exemple dmumenté, celui d’'un solitaire qui
néanmoins essayait de penser I'enseignement ddsémmatiques comme un fait social
original.



Les notations d’Auguste Comte comme examinateur dfgrée a I'Ecole polytechnique au
milieu du XIXe siecle

Voici, ci-dessous, lors d’interrogations pour I'edg a I'Ecole polytechnigue dans les années
1840, les notes bien tenues par 'examinateur gWeaguste Comte, qui a déja publié son
Cours de philosophie positivet nettement posé son programme philosophique. Le
guestionnement dure deux heures et c’est un exdmita fiche manuscrite, suivi d’'une
transcription imprimée.
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1o Sommation des progressions géométriques.

Exposition claire et correcte de la formule ordinaire. Il détermine
bien'la'limite; mais y explique mal le cas exceptionnel. Il explique
bien, au sujet de la limite, que la somme —;—-I—%-—l—-lr... est infinie.
(Well.) .

Interpellé ‘d’appliquer la formule & I'exemple géométrique (Iei
une figure signifiant : du sommet de l'angle droit d’un triangle
rectangle mener‘ une perpendiculaire 4 ’hypoténuse; du pied de
cette perpendiculaire, en mener une au plus grand c6té du triangle;
du pied de cette seconde perpendiculaire mener une nouvelle per-
pendiculaire & I'hypoténuse, du pied de celle-ci au c6té et continuer

ainsl ind'éﬁmment mj il ' reconnait d’abord I'exis-

tencede la progression et trouve bien'la limite. Sommé de prouver
si cette vérification suffirait pour justifier la formule en général, il
finit, aprés beaucoup d’hésitation, par répondre tres exactement,
mais péniblement. (Very well.)

Le transcripteur, Pierre Laffitte, « disciple » patcellence de Comte, n'a pas jugé utile de
transcrire la derniere notation en gre),(qui est un systeme de repérage de I'examinateur
pour classer les étudiants. Ce classement estlppessentiel, puisque I'examen oral que
Comte fait passer est le seul requis pour I'eni@&ante a cette vue particuliere qu'il doit étre
capable de discerner, a partir des attitudes mattignes d’un candidat, si ce dernier a les
capacités, et a quel degré, pour participer aatesformation de la France en pays de progres,
en marche vers I'age positiviste. Sourions commesnooulons de cette prétention, mais
reconnaissons qu’elle témoigne d’'une grande prsgaeux de la qualité de I'enseignement
des mathématiques, et qu’elle joue d’'une sorteedeésentation des mathématiques qui tient
aux seules mathématiques.

Pour Auguste Comte, avec cette question qu’il gosa candidat a partir d’une figure
gu'’il reproduit, il s’agit de comprendre ce qu’'éastsomme d’'une progression géométrique
infinie, mais également de juger une forme de iguka rigueur, bien sir liée a un état de la
mathématique, ne se déduit pas par un en dehomatkgmatiques, qu'’il s’appelle logique,



ou applicabilité. Comte fait appel a la traditiae, qui n’était pas du tout le cas des cours de
son époque, qui avaient adopté la théorie de laergence a la Cauchy, ou si I'on veut dire
autrement faisaient des « mathématiques moderregin,modernes pour leur époque. Toute
la théorie d’'une progression géométrique tientahdans la moyenne géométrique, et c’est
ce qu'exprimait déja Francois Viete en 1593. Enseas qu'il suffit de définir une telle
progression comme celle selon lagquelle tout teraué ke premier, est moyenne géométrique
entre son prédécesseur et son successeaes$ile premier termé,le secondg le troisieme,
etc., on dispose de I'écriture
a_b_c
b c d
Et si 'on poseb= ax, xétant par définition la raison de la progressles,termes successifs
de la progression paraissent sous la forme

aax,axlaxs...ax"...
La formule est alors
ataxraxHaxs+,. +ax+.. ':f)?

Une représentation géomeétrique permet de calcalsoinme des termes d’'une progression
géométrique, et c’est celle vue comme des zigs dags les notes d'interrogation de Comte.
Elle consiste a fixer un triangle, et a prendrepomt D sur la droiteBC, puis a tracer une
droite DE parallele 3AC et coupanAB enE, et une droitdeF paralléle 8BBC coupantAD en

F, etc. Viennent ainsi en va et vient selon le claes paralléles les poin@, H ; I, J; etc.
Les longueur8D, EF, GH, 1J ..., constituent une progression géométrique.

lllustration 1

Pour le démontrer, et c’'est ce qu'attend Comte’éévie, il suffit de montrer quEF est
moyenne géomeétrique enti@D et GH. En effet, comme la construction est itérativesta-
dire répete la méme situaticBH aussi sera moyenne géométrique eBfreet1J, etc. Ce qui,
par définition, suffit a établir la progression gagrique.

Pour montrer qu&EF est moyenne géométriqgue enBB et GH, il suffit d'utiliser
plusieurs fois le théoreme dit de Thales sousdaéousant de proportions. Par le parallélisme
deEF etBD, on lit dans les triangles semblabhBD et AEF une proportion

EE_EA
(1) BD™ DA
Par le parallélisme d®E et FG, on lit dans les triangles semblablagD et AGF une
proportion qui fait suite a (1)



EA_GA
) DA™EA
Par le parallélisme d&F et GH, on lit dans les triangles semblablagF et AGH une
proportion qui fait suite a (2)

GA_GH
3) EATEF
De telle sorte que de (1), (2) et (3) on déduitmayenne géométrique attendue, et la
progression géométrique

EE_GH
(4) BD™ EF
Reste a calculer la valeur du rapport commun, etgimer la longueur BC, valeur rendue
évidente par la figure de la somme de tous lesderde la progression géométrique. Ce
dernier résultat se voit en prolongeant les pdeal8F, IH, KJ, etc., jusqu’a leur intersection
G, I, K’ avec la droiteBC. La longueur EF se reporte &', GH enG’I’, IJ enl’K’, etc.

Les triangles semblables déja utilisés donnenteimant I'enchainement des proportions

EE_EA EA_DC
suivantes,BD BA et BA BC,

De sorte que si l'on pos@C_x pour repérer la position du poibtsurBC, on dispose par ce
rapportx, de la raison de la progression géométrique guaessix. C’est bien sOr ce résultat
qui importe. NotanBD= a, on déduit en effet une écriture mélant une nmagjeéomeétrique

et une notation algébrique.

atax+ax>ax3+.. +ax"+..=BC
BC-BD _DC__

En fait', on peut aisément exprimBC & partir dea et dex, puisque BC BC

BC:i

Soit 1-X de sorte que I'on a la formule annoncée.

ataxraxHaxs+,. +rax'+.. .:I}X

La beauté de cette formule n’est pas dans soreexist mais dans la simplicité de son
expression pour désigner ce qui peut tout de Siéerpréter. Ainsi, la division pafl-x)
devient une opération concevable comme une sé&amtue I'addition et de la multiplication.
La division est méme débarrassée de la retenuedjson caractére usuel dans le systeme
décimal. On y lit : 0,999999...= 1. De sorte qu'al@dormule finale, il n’y a pas seulement
un rendu de la théorie des proportions, mais upané@nte plus value. C'est ce qu'a vu
Newton inventant la méthode des fluxions a parérogtte constatation. Passait ainsi au
second rang la figure qui avait prévalu pour cdémonstration, parce qu’elle ne rendait pas
prévisible le résultat. Désormais, c’'est l'ordrgyéddrique des séries qui apparait le plus
intéressant, donc le plus élégant. On pourrait dire cet ordre des séries, parce qu'il est
algébrique, tue la théorie des proportions. lldadr au moins obsoléte, et la maniére dont la
formule sur la progression géométrique a été oletedevient dangereuse pour un
enseignement visant un nouvel objectif. Je n'aicdoas expliqué la facon dont la formule est
obtenue aujourd’hui, car tout le monde sait q@iltfprocéder en deux temps : faire intervenir
une sommation pour un nombre fini de termes (fiXerpuis passer a la limite. Méme le

! Quiconque a travaillé la théorie des proportidhstrée par la géométrie, apprécie que le raisoeme par
triangles semblables qui donne la raison de l& ébmétrique des segments comme rapport de EF soBD
aussi celui qui le donne évidemment comme rappBd a BC.



premier temps parait algébrique, sans nécessitexctaurs a une figure, et sans proportion.
Alors méme que la démonstration d’Euclide de cenpeetemps, si elle ne requiert pas de
figure, est basée sur les proportions, comme jesaitbe a chacun d’y aller voir, ce qui fait
mesurer la portée de l'algebre.

Il parait bien plus juste a Comte, historiqueméntepoint de vue de I'épistémologie,
de voir comment la théorie des séries ainsi devgmédominante a englobé la théorie des
proportions illustrée par la géométrie, en pernm¢téala notion méme de nombre réel de
devenir exemplaife puisque résumant le procédé limite avec I'éceitdécimale. Autrement
dit, par ses questions au candidat, et revenaatgque I'on peut qualifier d’expérience imagée
des proportions, Comte l'oblige a analyser la moiérdu savoir acquis sur les séries
entiéres, et donc I'analyse algébrique fondée paranalogie du décimal. Il juge la capacité
du candidat a repenser ses connaissances, artas/egtpar un biais historique inattendu.

Il s’insurge aussi contre un dévoiement de la Qeegtiduprofesseur de mathématiques
de son époque. L'image de lillustration 1 avait effiet disparu depuis longtemps des
manuels qui pourtant avaient longtemps misé surpleportions, puis étaient hardiment
passés a l'algebre symbolique. C’est en philosapsance qui est relatif, et en historicisant
le relatif pour permettre I'expression du progi@sst aussi en refusant le symbole sans qu’un
sens soit associé a une pensée longuement mieeCgute donnait sa valeur didactique a
une histoire des mathématiques. Je crains quenla@ihque trop oublié cet apport majeur du
positivisme pour I'enseignement des mathématiqtee® changements, et beaucoup reste a
faire pour adapter cette méthode a I'enseignemenehqui a du mal a dire son utilité. Car
cet enseignement ne se place pas dans une vigpist&mologie, qu’elle soit historique ou
autre, qui permette a un éleve de juger de I'aypmnties méthodes qu’on lui enseigne.

Il me faut conclure cet exemple en remarquant gus tes témoignages établissent
gue les professeurs de mathématiques, surtout desixclasses préparatoires aux grandes
écoles, ont alors bien compris la lecon de Comtem@ins jusqu’'a la premiére guerre
mondiale. La communauté des enseignants avait elqupi sorte son leader intellectuel.
L’avénement d’une mathématique de type axiomatigaefaisant découvrir des phénomenes
inconnus comme la position relative dans I'espada ¢opologie, a ruiné le positivisme, et
transformé les enseignants de mathématiques deedande moitié du XX siécle en
spécialistes d’'une seule fagon de voir. Il me restas a préciser les conditions dans
lesquelles cette communauté se fit a I'origine,ndav@omte méme, et je vais pour faire court
me cantonner au cas francais.

La place du professeur de mathématiques a été coniga

Ne faisons pas de contresens historique : les tgii@se médiévales et renaissantes, si
elles enseignent des mathématiques au premierwieedui duquadriviumqui touche des
jeunes entre treize et seize ans, ne comportentcpasne fonction un « professeur de
mathématique ». Le plus souvent, ce sont les éitgliles plus agés, ceux qui veulent
poursuivre leurs études, qui servent de répétitdans un systeme qui a quelque chose a voir
avec I'enseignement mutuel. C’est en Angleterradan privé qui permet de créer la chaire
lucasienne a Cambridge sur laquelle est nommé ®ampois Newton, qui tous les deux
constatent combien le niveau des études mathéreatigst bas chez les étudiants. C’est en
France le roi Francois ler, qui crée sur ses denler poste de professeur royal de
mathématiques, qu'occupe aussitbt Oronce Finé M&8€, avec comme tache de donner du
lustre a cette discipline : le professeur royalfige I'écriture d’un manuel de base, la
Protomathesis dont I'envergure encyclopédique unifiée est remabigl. Mais les

% Ai-je besoin d'ajouter que c’était avant la constion des réels par procédé ensembliste !
® Jean Dhombres, La mise & jour des mathématiquedsspprofesseurs royaux, in A. Thuillier (difjistoire du
college de Francevol. |, La création 1530-1560, Fayard, 2006, 3{7-420.



« universitaires » n’apprécient pas du tout la eede leur monopole. Dailleurs, le
guadriviummet deux bons siecles pour mourir, ayant un malkfensérer dans le curriculum
I'algebre, les logarithmes et les calculs trigontigées, la perspective, mais aussi bien la
théorie des nombres. Faut-il parler de nécroséedsdignement ? Il y a surtout maintien sur
le long terme d’'un objectif de formation élémerdgiar les mathématiques, et profonde géne
universitaire a observer que la philosophie naleirebrte complétement transformée de
I'association, réussie par Galilée, des mathémasigul’expérimentation physique.

Dans les colleges au XVllle siecle, les mathématsgau sens dé&démentsd’Euclide,
ou au sens de la géométrie spatiale et de la tigétrie sphérique de I'astronomie, est
partout optionnelle. Cette solution d’option poes mathématiques est plus qu’une tentation
dans de nombreux pays, dont un temps I’Angleteyos Jhatcher. Aussi bien c’est de musée
que l'on parle en 1795, a la jeune Ecole polyteghej lorsque I'on évoque I€ours de
mathématiqued’Etienne Bézout, débuté en 1764, cours qui pa@itrtant été fondateur d’'un
nouveau type d’enseignement dans les écoles diegénmilitaires, comme I'école royale
du génie a Mézieres, et ou intervenait I'algébec@é en position tierce aprés I'arithmétique
et la géométrie, mais ou s’agrégeaient aussi dasetlts de calcul différentiel. L’expérience
de la révolution frangaise, avec la création desleéccentrales et I'établissement d’'un
curriculum entier pour les mathématiques, a total@nthangé la donne de I'enseignement.
Intervient la création des lycées en 1802 : leshéragtiques et le latin deviennent les deux
piliers de I'enseignement. Du coup, un corps psdes nait, chargé explicitement des
mathématiques. C’est ce corps qui suscite les anogres, et par exemple, invente la notion
de « géométrie élémentaire », avec ce mélange helsaqui ne sont pas tout a fait
algébriques et de raisonnements euclidiens. Nombsent les mathématiciens parmi les
premiers inspecteurs généraux nommeés. Voila lssaat® d’une communauté, qui réussit a
avoir son propre journal des 1810, ksnales de mathématiques pures et appliquiest
tout a fait normal que ce soit le lieu ou I'on dise de la représentation géométrique des
guantités imaginaires, des démonstrations de taute du binbme de Newton, etc. Un genre
est en place, qui connaitra certes des évolutimass se maintiendra jusque dans les années
1950.

Je tenais & faire cette trop courte hisfoirpour montrer que ce sont les
mathématiciens qui ont di conquérir leur place danseignement, et qu’ils n'ont pas laissé
a d’autres le soin de dire le sens de ce que détraitleur enseignement. Toute la premiére
moitié du XIXe siécle voit donc se développer unafmntation entre les mathématiques et
les Humanités, et bien sir une logorrhée de discprénant la réconciliation. L'utilité n’est
certes pas une notion mathématique, mais les evaseg) de mathématiques défendaient
doublement leur position, a partir du choix d’'unath@matique particuliére a enseigner, et a
partir d’'une conception largement laique de ceteigmement, requérant une certaine
combativité pour éliminer toute influence religieus

Se posait alors la question de savoir ce que faffaictivement le mathématicien, s'il
était un décrypteur du monde réel, ou s'il rais@inlilBrement en créant des conventions.
Comme la tradition mathématique la plus ancienné¢'dsnination de la philosophie de son
discours explicite, ce qui ne veut pas dire qu'yiglosophie ne soit pas directrice a
lintérieur méme de l'acte mathématique, jai maimnt envie de montrer comment un
enseignement traite une innovation. Je le faisupasecond exemple a partir de I'utilisation
de figures, dont j'ai déja discuté dans le pren@remple. L'innovation est la géométrie

* Voir pour plus, Jean Dhombres: «la modélisatdmit-elle étre la partie vive de I'enseignement des
mathématiques ? Les lecons d’'une histoire du psefesde mathématique en tant que metteur en scéne »
Quelles mathématiques au lycée ? Actes du colldguemoges les 11 et 12 juin 2004, Publicationd'ldem
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analytique, qui fait disparaitre de fait une granmglition de I'enseignement, celle de la
géomeétrie euclidienne.

L'image analytique, ou I'imposition d’'une conventian

Je caractérise comme insuffisante une figure agakyt Insuffisante en ce qu’elle
appelle moins un commentaire ou une connaissaniee raaniere des allégories, que la
présence d’'une langue qui dise sans ambiguité 'deyqua voir et jusqu’a I'indication d’un
calcul possible. Mais pas nécessairement son aésglti doit étre néanmoins pressenti si I'on
ne veut pas simplement dire qu’il y a une figurergétrique, méme si cette derniere
expression n'a pas un sens historique pérenneolircas il n'est pas possible de considérer
une figure analytique comme une image dont la céhmgarsion tient a la seule image. Ainsi,
je pars d’une des figures que René Descartes feédans sa&éométrieau livre IP. Dire
d’emblée qu’il s’agit d’une figure typique de math&tique, c’est avouer une postérité sans
voir une origine. Cette origine n’est pas danslaétition des lettres autour de lignes tracées
puisque toutes les figures euclidiennes sont amsguées, et nous I'avons vu aussi bien avec
la figure 1 sur la série géométrique. Mais je dodadord a voir, et commenterai ensuite.
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lllustration 2

Le lecteur d’aujourd’hui qui ne connaitrait paspmbléme de Pappus ici illustré (et ce
probléme, que I'on expliquera plus loin, n'est phermi ceux évoqués dans un cours de
mathématiques dans I'enseignement secondaire eamitaire), voit d’abord sur cette image
des tracés différents. Il y a des lignes grasses guatre droites dont certaines paraissent se
poursuivre, d’'autres s’arréter comme bloquées partiets lignes, et des lignes en pointillés
pour d’autres droites ou segments avec la mémegaritdidonc, et pointillés aussi pour une
courbe, la seule courbe dans ce dessin. Poingil&sits pleins n'ont pas de tout temps existé
dans les figures géométriques. Descartes n'estepasemier a les utiliser, mais un demi
siecle plus tét on ne les trouvait pas dans lesames imprimeés, et d’'ailleurs la roue dentée
qui permet de les tracer n’était pas encore uéllis® lecteur voit aussi une famille de lettres
en majuscules, au moins la moitié de I'alphabeugbsée jusqu’ar, a I'exception deJ, N et

®> René DescarteBiscours de la Méthode pour bien conduire sa rajssirchercher la vérité dans les sciences.
Plus la Dioptrique, les Météores, et la GEéométrie spnt des essais de cette méthaayde, |. Maire, 1637, p.
331. Je prendrai désormais la référence a I'édit@m commode deEuvres de DescarteParis, réédition Vrin,
1996, vol. VI, p. 342.



Q, exception que rien ne permet de comprendre. Mdecteur d’aujourd’hui est habitué a ne
pas donner un sens a la succession de lettredecleur du XVlle siécle associait la
succession alphabétique a I'ordre de constructmmadigure. Cet ordre est-il lisible sur la
figure ? Je pense que Descartes n'a pas souhat&ajuordre fasse sens. Pourquoi ? Pour
appeler I'attention de son lecteur sur un autreeord

Difficulté de toute figure mathématique, elle setwdun coup, et au contraire n’est
pas visible la temporalité du tracé, I'ordre daaqukel on a tracé, et ainsi l'ordre de la
construction. L'ordre alphabétique est ici illusiDe la courbe en pointillés, le plus simple
parce que c’est l'ordre que Descartes nous a apprises courbes, est de dire qu’il s’agit
d’'une parabole. Le regard peut en juger. Aucun éfénmtrinseque a la courbe présentée ne
permet de décider : ni foyer, ni directrice, ni eba base circulaire dont cette parabole
pourrait étre la section plane selon la reconnasagéométrique traditionnelle depuis
Apollonios. Aucune allusion savante, ou citatiomsldimage méme. Que I'on puisse dire,
« bien sOr » c’est une parabole, tient a I'ceuvreDdscartes, et a la banalisation du regard
gu’elle a imposée chez les mathématiciens, et peedgns tout le monde scientifique.

Pour I'expliquer, je dois utiliser des termes tdges. Mais ce que je dois montrer
d’abord est linsuffisance de l'image en elle-ména¢, pourtant son interprétation quasi
immédiate lorsque I'on dispose du bon repére ebaturepérage, donc du bon dictionnaire.
On dira gu'il en est ainsi avec tout embléeme, out ®ymbole. Je ne le crois pas: si le
repérage cartésien est devenu un universel dudegathématicien, c’est qu'il était comme
émergent dans la mathématique euclidienne, clapifidrrait-on dire par Descartes et ainsi
banalisé. La banalisation n'est pas mince entrepds peut-étre dite une révolution, mais il
est trés difficile de la reconnaitre, une foisdaalution apprivois

Qu’est-ce donc qui nous fait dire, par exemple, udigure de Descartes est de
géomeétrie plane, et que les pointillés, ces indioatabsentes du texte euclidien comme de la
pratique éditoriale avant le XVlle siécle, ne pauven aucun cas étre celles d’une ligne qui
ne devrait pas étre vue par le lecteur, car capaéain plan ou un autre solide comme en
géométrie dans l'espace ? Qu’est-ce qui nous aspueeles droites en gras se coupent
réellement et ne sont pas des droites dans I'espémes que tous les points d’intersection
pour les droites en pointillés ne sont pas notés yme lettre de l‘alphabet ? Par quel
mécanisme de la pensée tout un chacun reconnaitagiigure exhibe la facon dont est
engendrée la parabole en pointillés ? D’ou vieasdurance de celui qui n'a jamais lu
Descartes et daéométrieque le calcul équivaut a cette figure ?

La figure qu'offre Descartes ne requiert pas cetibjectivité : elle se voit comme
représentative d’une situation intrinséquement elafi-je raison de prononcer le mot
« représentation » ? Si le mot vient tres vite &&wes, c’'est que la parabole qui a été
détectée, ou plutbt soupconnée, est emprisonnéewtaréseau de droites. Et que ces droites,
en pointillés, dessinent les reperes possiblesobéedes reperes cartésiens auxquels tous les
esprits se sont habitués depuis l'invention de Bwss; et qui dit repére dit alors
représentation cartésienne de la parabole. Ennsel&gaujourd’hui, nous avons moins besoin
de regarder que d’associer les mots. C’est paédan@trie analytique comni@bitus mentis
gue nous voyons désormais.

Je ne pense pas que l'historien, ou le lecteur tieimx de Descartes, ajouterait grand
chose en faisant remarquer que le repere choisi cetite figure de I&éométrieest quelque
peu problématique. En ce sens que s'il est bienposi de la ligne tracée en giBABG
l'autre directionBC fait question. Puisque I'ceil distingue que le pdrest un point courant
sur la parabole, et ainsi un point variable. Taitefa directionBC elle-méme est fixe : mais
comment représenter en pointillés une fixité dealion, si la droite BC est variable quoique

® Jean Dhombres, « La question du repére chez Descat dans la postérité cartésiennBéminisciencess,
2000, pp. 27-78.



toujours paralléle a elle-méme. C’est en tout taseldes conditions du probleme de Pappus
a quatre droites que la figure expose, que soieds fes angles sous lesquels du pQirsiont
vues les quatre droites dessinées en gras (parpéxdiangle deCB avecEG, de CD avec
AD, deCF avecFSet en fin deCH avecHG).

Descartes ne fixe pas un repére, mais directeneergpiérage, c’est-a-dire une mesure
par les coordonnées. Les conditions de I'analytigolet une grille de I'espace plan ou un
point est la donnée de deux nombres. Le texterésisp désignant une longueur par la lettre
et une autre par la lettye C’est une premiere de I'histoire des mathématque

Que le segment de la ligne AB, qui est entre léstpd & B, soit nommé x & que BC soit nomfg

On peut difficilement écrire de fagcon plus courteviention des coordonnées cartésiennes.
On remarquera cependant I'emploi par Descartesutijosctif pour poser son systéme et sa
convention de repérage. A la fagon méme d’Eucldelébut de toute démonstration d’'une
proposition lorsqu’il place les lettres par écqué ABC soit le triangle ...). Euclide pose ainsi
pour particulariser un universel (un triangle, uh®ite, etc.) et il reviendra en fin de
démonstration pour faire voir qu’il n’a pas fadlicette universalité, et que la figure quoique
particuliere n'a pas sur-réalisé le probleme. Ontpmrler en ce sens d’'un repérage chez
Euclide. En plus, en posant le repérage, Descpddgularise I'espace. C’est-a-dire le fait
étre dans la conscience du mathématicien. Et tBesbntraire d'un réalisme, puisque c’'est
une convention qui permet la suite, a savoir lewdal’analytique a proprement parler vient
apres ; un calcul est conduit qui mesure explioiet toutes les autres longueurs de segments
sur la figure, en termes deet dey, en ajoutant au besoin des constantes pour |gsiéoms
fixes. Vues donc comme indépendantes da dey. Ai-je raison d’employer le verbe ” voir”
pour une propriété (indépendance) qui ne s’expmaie se désigne que par l'algebre ? Je
pourrais aussi bien dire " écrites comme indépetesadex ou dey”, ou encore ” comprises
comme indépendantes deu dey”. Le ” voir” dont j'ai parlé est une banalité. lfeyure ne
porte ni ces mots, ni ces lettnesty. Et si c’est en ce sens qu’elle peut étre ditefiisante,

il suffirait de les rajouter pour que lecteur recaisse aussitot la situation, et fasse aussi bien
gue Descartes. Il est impossible, aujourd’hui, ditgmdre ignorer I'écriture de la géométrie
analytique, et sa forme méme. Nous vivons bielasfiostérité de Descartes.

De sorte que javance sans hésitation que la sawde sur la figure, d’'un réseau en
pointillés commdK, IB détermine aujourd’hui le genre analytique. |l meait en étre ainsi
du temps méme de Descartes. Aussi, cet auteur |a¥igtire ici reproduite, s’est-il ingénié a
faire saisir, autant qu’'un dessin pouvait le fairee propriété essentielle de son repérage. Il
en fait un théoréme. A savoir que le genre de lalmen jeu — celle tout de suite dite vue
sur la figure comme parabole — ne dépendait pagpérage adopté. A condition qu'il soit
toujours cartésien, c'est-a-dire rapporté a deusctions non paralléles sur lesquelles sont
mesurées algébriguement les longueurs, et ce queappelle aujourd’hui un repere plan.
Plusieurs tels repéres apparaissent possiblesasfigure dés lors que I'on a compris le
fonctionnement d’un repére ; que le choix soit figdent pour la distinction en genre de la
courbe est l'une des réussites de Descartes et lsienl sir, le texte de I&éométriele
démontre. Au terme d’un raisonnement qui fait tolaterichesse et toute la force de la
Géomeétrie Un livre qu’il convient alors de qualifier d’algéque.

Car ce qui est d’abord atteint, au terme d’'un dgbew Descartes, c’'est le fait que la
distancé d’un pointM de coordonnéex(y) & une droite, soit une forme affine des varigbles

" Descartes,.a Géométriep. 310.

® Chez Descartes, la notion de distance d’un poirdt tivhe droite AB doit d’abord préciser un angle tpe se
donne pour « voir » de ce point la dite droitecetn’est pas toujours un angle droit. Ce point de est
nécessaire s'il veut faire comprendre les axegffgance qui ne sont pas nécessairement orthogonaux



soitax + by + ¢ Et cette forme est indépendante du repéragee serts que ne changent que
les constantes, b, et ¢ des lors que I'on change de repére (de reperesiamt est-il
nécessaire d'ajouter). Descartes calcule effectregrdans différents cas les coefficieatd,

¢, pour bien voir la forme générade + by + c.Remarquons que ces constantes ne sont plus
repérées par des quantités géométriques lisibida figure : elles sont des nombres réels

J'ai toujours été surpris par les affirmations dtbriens selon lesquels il aurait fallu
attendre la fin du XVllle siécle pour que I'équaticartésienne d’une droite fit éctiteMais
je m’explique cette reconstruction si tardive. Lrerpier degré, ou la linéarité, fut un geste
tellement fondateur chez Descartes, et tellemérdisystéeme des coordonnégsi’on ne le
voit plus comme exprimant une droite. L'expressin + by +¢ une distance, associe
abscisse et ordonnée et les coordonne ; elle ¢hlibdd étre percue comme une ordonnée,
c’est-a-dire une distance des lors que l'on ragpddspace a la droite que nous disons
d’équation cartésienrax + by +c= 0. Et que Descartes n’a pas besoin d’écrire tell§ais
utilisé I'expression de systeme de coordonnéest garce qu’elle vient de Comte disant la
postérité de Descartes, et ce penseur est fortehabiepérer la positivité d’'une banalité
comme celle du repére cartésien. On acceptera gjuetion de distance comme forme
linéaire des coordonnées est une banalité de laétéie analytique, mais qu'il reste encore
dans les classes du Secondaire a la faire acquérir.

Indéniablement, la figure est incompléte en ce ltputee dit pas que cette distance est
une telle forme. Il faut le savoir. A lui seul, repérage d’'une distance par une forme affine
résout le probléme de Pappus. En ce sens qu'ikfadtir » la nature' de la courbe dessinée
sur la figure 1. Pourquoi ? Par les conditions me&mhe probleme de Pappus, qui sont de
rechercher tous les pointstels que le produit des distances@laux deux premiéres droites
en gras CD.CF), soit, a un facteur pres, égal au produit detadices de C aux deux autres
droites en grasqT. CH. Un produit de deux formes affines étant du sdaegré, I'équation
du probleme, celle qui donne les coordonnéesy du point couranM, est du second degré.
C’est donc une conique. Moyennant I'étude de Déssayui identifie conique et équation du
second degré, au terme d’un raisonnement par épeigedes cas. C’est au livre second de la
Géométriegue Descartes effectue cette vérification de lesigas.

De plus on voit ici que ce que j'ai pris pour lemier genre des lignes courbes, n’en peut compeendr
aucunes autres que le cercle, la parabole, I'hyperiet I'ellipse, qui est tout ce que javais eptis de

2
prouver?,

Et enfin que la conique soit une parabole tientfait) cette fois visible a I'ceil et non
immédiatement déductible, qu’elle n’a qu'une bramctans étre fermée, donc ne peut étre ni
une hyperbole, ni une ellipse.

° Je me dois pour I'histoire de dire que Descartstingue encore les signes, c’est-a-dire qu'il ey# que I'on
a des constantes , b et c pour les valeurs des coefficients, qui sont desbves positifs, mais que 'on doit
mettre tous les signes possibles, + et -.

19| a désignation d’'une géométrie analytique ne vieag du XVIF siécle. Carl Boyer qui en fait I'histoire
attribue le premier a Sylvestre-Francois Lacroix1€96 History of Analytic GeometryNew Dover edition,
1988). C'est que Lacroix publiant u@ométrie descriptived la suite du cours de Gaspard Monge a I'Ecole
normale de I'an lll, avait besoin de distinguentauvelle forme de la géométrie, de I'ancienne fqrissue de
Descartes. Auparavant, c'est-a-dire de 1637 a 1ll#9§éométrie analytique ne s’opposait pas a langéae
euclidienne ; elle était autre, portant sur d’aupeoblémes, mais n’en faisait pas moins oublierigoirement
I'ancienne géomeétrie (selon I'expression méme Badyclopédiale Diderot et d’Alembert, qui offre une entrée
avec ce titre).

1 Cest pour cette raison que le probléme de Papgushoisi par Descartes : ce n'était pas un prokelén
attente de solution !

12 Descarted, a Géométriep. 335.



J'ai épuisé l'essentiel du raisonnement analytigléamentaire. J'ai distingué deux
types de preuves. Le premier type, celui conduisantne conique, tient a des formes
algébriques dont on « voit » les combinaisons auigure dés qu’on interpréte la langue du
repérage (I'algebre) ; celui réduisant a une pdeatient a ce que I'ceil fait confiance au
dessinateur, qui n'aurait par exemple pas oublatte branche s'il s’était agi d'une
hyperbole. Car, pour les coniques, il n'y a pasittes possibilités (voir ci-dessous la figure 3
de Kepler donnée en 1604 qui rassemble pour laiprenfois toutes les coniques sur un
méme plan et en indique comme une géneération ag)jtin

Figure 3

La figure analytique est bien incompléte au sensiel langue doit accompagner le
repérage, en I'occurrence la langue algébriqudateses affines, et qu’'un repere doit alors se
donner a voir comme signalant cette insuffisancaisrpour la combler aussitét qu’elle est
reconnue. La figure doit aussi étre ressentie conax&cte pour que, sans géne, la
reconnaissance des formes puisse s’effectuer aulesipossibles offerts par I'algebre méme.
Cette exactitude 1a, celle de la classificatiomactérise ce qu'il faut de vrai pour une figure
analytique, et c’est la référence a un savoir guéet a une vision.

En l'occurrence, on s’'apercoit alors que la figiortde la courbe donnée par
Descartes ne peut qu’étre fausse. En effet, labeoein pointillés passe pldr qui est un point
sur I'une des droites fixées du probléme, la dr@td. Comme le probleme de Pappus
concerne les produits de distances, il faut dores @pi pointH appartienne a une autre des
droites. Ce qui n'est pas le cas du dessin. Ceteur apercue, que reste-t-il alors de
'analytique ? L’'essentiel, a savoir que la cousb&ition ne peut qu’étre représentée par une
égquation cartésienne du second degré, et qu’il pewbir des cas dégénérés. Bref qu'il faut
mieux calculer, mais pas mieux regarder la figlre.cette figure, on prend conscience que
celui qui I'a dessinée n’a indiqué aucun des moyknslessin. Sa figure n'a que pour but de
faire voir 'analytique !



C’est le choix d’'un repére qui fait ce qu’on appdlanalytique. Le repére abolit en un
premier temps la naturalité du réel et jusqu’a ue @ symbolisation doit au culturel. Le
repere devient progressivement un habitus cultufeh requiert enfin I'analytique pour voir
le repére qui fait vérité, au point qu’il permet\d@ifier la fausseté d’une figure.

Le repére crée aussi un outil. Et c’est I'outil €ait la différence d’un auteur a l'autre,
et en mathématiques l'outil est directement liéagpéensée. Autrement dit, le repére fait
lanalytique, le repérage fait les différents ssylscientifigues de l'analytique. Le choix
économique d'un certain type d’analytique dans d&gnement secondaire, par exemple
'analytique cartésien et non I'analytique a la 8gsies ou plus tard I'analytique du projectif,
a lI'inconvénient de ne montrer qu’une seule voiejleun seul cété des choses. Un des défis
de I'enseignement des mathématiques pour le fastii’'arriver a faire saisir effectivement la
variété possible des points de vue, sans perdogehtion de la maitrise complete d’au moins
un point de vue. A ce défi de compétence mathémnmatigt contre la voie unique qui fut celle
des « mathématiques modernes » des années 196i@, lestait qu’aujourd’hui I'enseignant
de mathématiques, pour étre « utile », doit étqgalble de dominer suffisamment bien au
moins une autre discipline. Par exemple capablgrdiluire en des termes qui sont relatifs a
une autre discipline, ce qui va faire propremautbjet d’'une modélisation mathématique.

Ce sera mon troisieme et dernier exemple, et jednaisi examiner simplement la
facon dont les physiciens ont introduit le tempgidmi-vie vers 1900, une notion qui n'avait
pas été pensée auparavant en mathématiques pmponentielle, fonction qui disposait
pourtant d’une histoire sur deux siécles au maigscommence donc dans ce qui suit par
suivre le langage et les méthodes de la physigpéramentale.

L'origine physique du temps de demi-vie

C’est Pierre Curie qui introduit le calcul, maisnsd’expression, dans un article de

1902, six ans apres la découverte de la radiosetiVinsiste sur I'aspect de calcul, mais pour
dire quelque chose qui va prendre un sens physiguee réalité, celle de la radioactivité, et
pouvoir se dire d’une facon purement abstraite lpaionction exponentielle. L'article des
Comptes rendus de I’Académie des sciences de [Ratigntitulé sans aucune allusion
mathématique sur la constante de temps caractéristique de lpatition de la radioactivité
induite par le radium dans une enceinte fermé&s, dés lintroduction, Pierre Curie
résume l'essentiel :

Une enceinte fermée renferme un sel solide ou issoldtion de sel de radium. Tous les corps

placés dans I'enceinte deviennent radioactifs'ofifetire de I'enceinte un corps solide qui y & ét

activé, il perd a I'air libre son activité suivanbe loi d'allure exponentielle, I'activité radiante
diminuant de moitié pour des temps de I'ordre dsdeur d’'une demi-heure.

La méme année, Curie explique Bulletin de la Société francaise de physiquel a avec
cette demi-vie une « mesure absolue du temps» :
Le temps ainsi défini est indépendant des unitéptaes pour les autres grandeurs physiques.

D’une maniere trés physique, reprenant le débusateexplication sur la constante, Curie
montre que la «loi de désactivation » est ausHie age I'enceinte fermée elle-méme,
lorsqu'on a enlevé de l'intérieur du tube l'air nifg@ par le radium. Il insiste sur les

conditions expérimentales.

J'emploie le plus souvent, comme enceinte closguba de verre scellé a la lampe. Ce tube de
verre est placé dans le cylindre intérieur d'undmsateur cylindrique en aluminium. Les rayons
émis par le tube traversent l'aluminium et rendeonhducteur l'air entre les armures du
condensateur. On mesure le courant limite que dbtient entre les deux armatures, lorsqu’on
maintient entre elles une différence de potent@istante (450 volts). Le rayonnement, ainsi
mesuré, est di exclusivement a la radioactivité mesis, car, lorsqu’'on retire rapidement I'air
actif du tube, le rayonnement mesuré exactemepsast le méme qu'avant.



Une fois ces conditions expérimentales expliquéestie passe a I'écriture de la loi
exponentielle dont il signalait d’abord Il'allure.olit change, et son écriture est bien sar

empruntée aux mathématiques, et il introduit plusi€onstantes.
L’intensité du rayonnemeimtest exprimée en fonction du tentgsar une loi exponentielle

L
I=lge?
| étant lintensité initialege la base des logarithmes népérien® etne certaine constante qui
représente le temps [ndié
Curie envisage aussitot les conditions de la mepearenettant la vérification, « dans des
conditions extrémement variées » de la constugta intervient dans la formule.
En portant le logarithme de | en ordonnées et tabacisse, les points représentatifs des
expériences viennent se placer sur une droité&dads n'ayant pas de caractére systématique et ne

dépassant pas l'erreur possible des expériencgmyl 100 sur la valeur de I)[...]La valeur
moyenne, qui résulte des déterminations concordafitenues dans 24 séries d’expériences, est :

0 =4, 970x10 secondes (5, 752 jours).
La moyenne porte sur les mesures @lequi, du coup, va bientbt s’appeleonstante
radioactive Pour une question de dimension, elle s’exprimargtés de temps, mais elle n’a
pas une signification phénoménale dans le temll®irs I'inverse de cette constanigd)
va prendre le nom daoyenngmais avec toutefois un tout autre sens, faisgpéled un autre
modele que nous esquisserons plus loin.

Pour le moment, Curie passe brusquement a unesmpation de la constante, plus
tard appelée leemps de demi-visans qu’une explication vienne dire en quoi feliemodele
parce gu’elle est basée sur I'exponentielle. Oppéllera encorgériode, et la encore le
modeleen jeu est autre. Curie ne donne toujours pas de oar il fait seulement un calcul,
qui revient a obteni® In 2. Pourtant ce résultat exprime un phénoméne leguel la mesure
du temps correspond au concept de demi-vie.

D’aprés cette valeur d, I'intensité du rayonnement baisse de moitié gruBs 23 heures 42
minutes, soit sensiblement en quatre jours.

Comme Curie travaille par enregistrement d’'unensité électrique sur du radium, le temps
de demi-vie, qui est de presque quatre jours, pastainsi calculé expérimentalement : c’est
une expérience beaucoup plus courte dans le tempegnet le calcul de, grace a la loi

exponentielle. Curie conclut sur une propriété daractéristique.
Il résulte de ces nombreuses mesures que la ctmstartemps qui caractérise la diminution de
l'activité d'une enceinte activée fermée n'est amient influencée par les conditions de
I'expérience, par la nature du gaz qui remplit ¢eimte ou de la matiére qui en constitue les
parois.

Ne nous trompons pas: il s’agit @& et la propriété caractéristique est seulement sa
constance du point de vue expérimental, non ladamriori de la loi exponentielle. Curie
parie sur «l'allure exponentielle » et ne prétemdlement que la radioactivité fasse
comprendre I'exponentielle. Il n'empéche, la radioaté a bien fait naitre le temps de demi-
vie, et donc fait saisir une propriété non encqrergue de I'exponentielle. Quelle est en effet
la lecon mathématique que 'on peut tirer ?

1) La premiére lecon est de simple vérificationjgriafaut néanmoins prendre des
précautions si I'on veut vraiment faire ceuvre utile
On conviendra d’appeler la fonctiofix)=Ye** uneexponentielle de type kn supposark>0

et Y >0. Ai-je besoin de préciser que ces limitations ks constantes tiennent a la
décroissance de la radioactivité dont on utilisntpeu de propriétés physiques, et que c’est
cela le début de la modélisation. L'équation déférelle correspondante gst-ky= 0. Pour
une telle fonction, on appeltemps de demi-via valeurxpy, forcément unique compte tenu
de la seule décroissance et de la continuitéed@dnentielle de type gour laquelle



_k)bV:x
Ye > -
Ce qui revient a écrire la relation

Y(XDV):}KZQI-
La valeur dexpy est exprimable a partir du logarithme népérien det Zu typek de
I'exponentielle :

Xszlﬁl(Z_
Le temps de demi-vie concerne toutesebgsonentielles de type k

Mais on constate qu’'avec la définition ci-dessuspaéle du temps de demi-vie, il n'y a

aucune vérification physique facile par une expéxde et méme pas l'indépendance pour ce
temps de la valeur initiale. C’est que le repénagghématique est trop prégnant. Il faut aller
plus loin et expliquer que le temps de demi-vigyrpdesexponentielles de type ke dépend
pas de l'instant origine. Car il n’y a pas d’ongiprivilégiée des temps pour un physicien
confronté & la radioactivité. Il faut donc enriclermodéle du temps de demi-vie, et mieux
'analyser. En effet, ce n’est pas seulement pawaleur origine de& (x= 0), mais pour tout
X, qu’'est valable la relation fondatrice de demi-vigle peut s’écrire par une relation
fonctionnelle portant suy, et notée (DV). C'est cette relation mathématique donne son
sens a la demi-vie

X
(DV) Yot
Une figure peut aisément étre associée, pour nroatoes la constance deg,, mais on
reconnaitra que cette figure releve des mathémetjget non du domaine expérimental pour
des temps de vie aussi longs. Il entre dans ceeadrc des éléments radioactifs a période
bien plus petite.

2) La deuxieme lecon consiste a analyser ce gté aféectivement réalisé, a partir méme de
'ceuvre de Curie. En un mot, a-t-il été démontré da constance expérimentalement
constatée du temps de demi-vie, exprimée par laigter relation fonctionnelle envisageée,
correspondait effectivement a la nécessité d’'unpmiement exponentiel ?

La démonstration de la relation (DV) utilise unegiété structurale de Kmnction
exponentielle de type kxprimée par une relation qui doit faire joueptapriété a*'=a*a’,
sans doute le plus vieurodéle pour les exponentielles qui correspond a la forme
fonctionnelle f(x+t)= f(x)f(t) et pouvait se lire déja dans I&émentsd’Euclide pour les
progressions géomeétriques au llle siécle avanten@te, comme nous aurions pu nous en
apercevoir dés le premier exemple ici choisi, dun®mai I'on avait fait le calcul a la mode
euclidienne de la somme finie d’une progressiomggadque. Il faut quand méme faire jouer
la constante multiplicative, et on peut penser tagegux de mettre I'équation sous la forme :

f(O)f(x+t)= f(x)ft).

Elle se vérifie avec unexponentielle de typedelon
Y.Ye =y gy gk

et se réduit &

KX —grkxgrkt
Mais ce qu’il faudrait démontrer a la suite de Ugestion posée, est d’une autre nature, et c’est
une réciprogue qui est en jeu. A savoir que seebgpbdnentielle de type&k possede la
propriété (DV). Or ce résultat est mathématiquenfemt. Je suppose que tout le monde le
pressent, mais en fait il est possible d’obtenirrésultat caractéristique. A condition de
généraliser la notion de temps de demi-vie sousriae d’'un temps de-vie, a étant un



nombre quelconque entre 0 et 1. Il n’y a aucunsoraien effet que la division par deux
suffise. On dira qu’'une fonction a un tempscdeie si pour toutx (par exemple positif ou
nul)

(aV) f(x+xav) = af(x)

Une fonction, supposée en outre continue, qui plessé temps da-vie pour suffisamment
de a, voire pour tous lest, est nécessairement une exponentielle. On petg atmclure
comme Curie & la nécessité du comportement expehelet la radioactivité. Je n'ai pas
détaillé les calculs, mais on se doute que ce igas tout a fait élémentaire au niveau du
lycée en tout cas, ne serait-ce que parce queméitionné, certes trés vite, la continuité
requise pour la fonction. La mathématique, lorsiigr’prend en charge I'explication d’'une
constatation expérimentale et cherche a établirloin@’a pas la garantie d’étre simple. Par
contre, la loi mathématique, ici I'exponentielleup simplement et efficacement résumer ce
qui est percu par le physicien. Curie a effectivenal raison de parler d’allure exponentielle.

3) La modélisation de la demi-vie présuppose donc eerexponentielle dans une de ses
propriétés mathématiques. La suppose aussi bigepéience, toujours avec la radioactivité
qui, par comptage dans le temps, produit I'équatiffiérentielle.

%i(x)+ky(x)20 .

Cet autre modéle intervient effectivement dans tinéerie de la radioactivité proposée, en
1902 également, par Ernest Rutherford et Frederitts Ce sera exposeé par Soddy dans un
livre, The Interpretation of Radiunet ce titre méme nous rappelle que Curie neifaisaune
interprétation, en particulier sur l'atome, se ewmtant de mesures expérimentales, a
I'exception toutefois de la loi de décroissance amgmtielle. Soddy ne va utiliser aucun
appareillage mathématique, et méme, dit-il, désiggiter tout raisonnement mathématique ».
Ainsi il attribue aux seuls mathématiciens la pesgm de I'exponentielle (et il en réfere
méme a un collegue mathématicien qui lui a sugtgrde moyenne), pour se contenter

d’énoncer les conséguences.
Dans tous les cas simples de désintégration at@nidm vitesse de transformation est
proportionnelle a la masse de la substance quiassforme. La notation usuelle désigne par la
lettre A la fraction de la masse totale actuelle qui se transformespannde ; et on appelle ce
symboleA du nom spécial de « constante radioactive ».[...]Jpbint important est que, dans
chaque cas, c'est une constante réelle de la nahg€pendante de I'histoire passée, comme de
l'avenir de la substance en question, de la quaattuelle, grande ou petite, de celle-ci, ainsi qu
de toute autre considération, quelle qu’elle qoit] Faisant le pas suivant en sautant par-dessus
les mathématiques, on trouve que la durée moyean@die I'atome d’'une substance radioactive,
c’est-a-dire la période de temps, exprimée en siHndurant laquelle il existe, en moyenne,
avant que son tour arrive de se désintégrer, @splesinent la réciproque de la constante
radioactive, soit K.

Ce trés beau texte se poursuit par une explicaliooe qui pourrait paraitre un paradoxe : la
vie moyenne (I'inverse de la constaftde Curie) ne dépend pas du temps, et ne diminsie pa
avec le temps. A nos yeux du moins, ce texte ppah@mission : il n'est pas expliqué que
cette constance de la vie moyenne (qui revient deayps de demi-vie a un facteur
multiplicatif prées enln 2, et peut donc avoir une signification expérimentah81 250
secondes dit Soddy, ce qui correspond aux 497 S#i@ndes calculables pour Curie) est une
conséguence inéluctable de la loi de décroissargenentielle. Pour le dire autrement, le
modele est celui de la proportionnalité de la géesle transformation a la masse en

'3 Voir Jean Dhombre®enser historiquement la réalité mathématicu@araitre.



transformation, mais envisagée de fagon discréteds les secondes). La modélisation en fait
une relation continue : si(t) est le nombre d’atomes de substance radioactiterapst, on
a:

dn(t)/dt = -A n(t).

A vrai dire, Soddy a en téte un autre modele en téest probabiliste, et il I'exprime d’abord

en parlant d’'un « hasard » de la désintégratioris Md'explique et nous pourrions avancer
gue sa modélisation devient celle d’'un calcul debabilités. C’est un autre modéle possible
pour I'exponentiell&. Il faut dans le texte ci-dessous, admirer lanfgation scientifique

dans un langage ordinaire, mais aussi penser edlejoache.
Si, parmi tous les humains qui sont au monde, Badg la mort choisissait ceux qui doivent
mourir chaque minute en proportion fixe et indémand de leur age, qu’ils soient jeunes ou
vieux ; s'il ne regardait qu’au nombre des victigneappant absolument au hasard, une ici et une
la, de maniére a constituer le nombre requis, nptababilité de vie deviendrait dans ces
conditions, la méme que celle des atomes radisactif

Jean Becquerel, qui est avec les Curie le découdela radioactivité en 1896, décrit plus
tard directement avec I'exponentielle, en 1924,sdaon livre :La radioactivité et les
transformations des élémentkposen(t), nombre d’atomes transformés a I'instardomme
égal an,e™ Le nombreN(t) d’'atomes non transformés a l'instanest alors l'intégrale det)

entret et l'infini, et en particulier—%‘%l(t):n(t) : lemodélede la désintégration concernant tous
les atomes de la substance radioactive. On cal@sldéors au temps 0
[+ [+ n
NO)=] “n(dEn, | “erdi=s,
et au temps t

I ) ()
NE)=no | e =

De sorte que

MO N0
Cette conséquence n’'est pas un modeéle puisquel#eduit mathématiquement. Il est trop
evident de dire que Becquerel présuppose conndenlgion exponentielle, qui reste le
modeéle, avec juste des propriétés intégrales enepte propriétés de dérivation. La
présentation du modele de Soddy parait plus riglaés elle fait intervenir le « hasard », en
un sens commun, et non le hasard tel qu'il résldte probabilités et des statistiques. C’est
sans doute la qu'il y a le plus a travailler poae présentation élémentaire. Mais, dans tous
les cas, on constate bien que l'enseignant de matigues devra faire dans son
enseignement méme un saut en dehors des mathéesapiqur étre utile. C’est la morale que
je tire du dernier exemple présenté.

Conclusion
Je ne m'étais évidemment pas assigné la tache sipp@sde dire le futur de

'enseignement des mathématiques, mais jai vowomme trés souvent le font les
mathématiciens, prendre concretement quelques deendp passe, sans trop de technique
toutefois, pour établir qu’en dépit de la variabilile la notion d'utilité, le mathématicien doit
toujours justifier son role dans le cadre de I'écdl’est-a-dire entrer en confrontation avec
d’autres savoirs pour faire comprendre par I'exempé qu'apporte son fonctionnement
propre, et méme entrer en confrontation avec ls semmun. La confrontation n’a rien de
polémique, mais elle engage le professeur & negglusposer sur une représentation sociale

4 Voir André Warufsel, Un mathématicien, un physicet un probabiliste aux prises avec la radioaétifaull.
APMEP, décembre 2004, pp. 881-892.



des mathématiques qui n’existe plus, et qui est en@attue en breche. N’entend-on pas dire
partout qu’en ne s’occupant que de ce qui est dfigdoie, par exemple en économie, et selon
le mouvement de la fin du XVlle siécle, les mathquees cachent sous la technique des
idéologies qui transforment tout en marchandise e®teCconfrontation ne porte pas sur
I'efficacité des mathématiques, dont on peut diuelle est désormais reconnue dans la
représentation générale en Europe au XXe siecbes @jue bien peu était reconnu deux
siecles plus t6t, au moment méme ou se constitlesit corps des enseignants de
mathématiques.

C’est sur la possibilité méme des mathématiquesrgttre une critique de la pensée
gue porte la crise de représentation des mathémesti@dn ne le voit que trop lorsque I'on
discute des sondages politiques, ou I'on opposedesssaires aménagements et corrections
du calcul a la scientificité du dépouillement destionnaires. Il ne s’agit pas de renier la
statistigue comme science mathématique : il s’dgitmontrer que ces recettes méme de
calcul permettent de discuter la validité des aasiohs. Mais I'exemple des statistiques est
la pour prouver combien l'ignorance de I'objet psésur lequel porte une statistique peut
entrainer comme méprise.

L’exemple de la radioactivité nous a enseigné atprain physicien pouvait faire
découvrir des propriétés d'un objet mathématiqueanao depuis longtemps comme
I'exponentielle, et lui faire posséder une « pégiod Bien sir, cette propriété peut se déduire
par les seules mathématiques. N’est-ce pas poudamtonde phénomeénal qui aide a en
comprendre [l'utilité d'une telle propriété, et dinsstifie aussi bien le calcul que le
raisonnement mathématique sur I'exponentielle tpredpprend dans les classes.

Le défi majeur pour le futur, est bien pour I'emggeint des mathématiques, de devoir
s’intéresser de prés a autre chose que les matl@estet ce pour la qualité méme de son
enseignement.



