
 
 Journées APMEP 2008 La Rochelle 25 - 27 octobre 2008                                                                         1 

 

   

La construction des notions d'ordre et de treillis 
B. Monjardet 

 
 

SOMMAIRE 
 

La notion mathématique d'ordre   
La construction de la notion d’ordre  
[Boole (1847,1852), de Morgan (1856)] Peirce (1880,1881), Péano (1894), Schröder (1890-1895), Cantor (1895), 
Dedekind (1900), Russel (1903), Huntington (1904-5), Hausdorff (1914). 
 

La notion mathématique de treillis   
La construction de la notion de treillis  
Boole (1847,1852), Peirce (1880,1881), Schröder (1890-1895), Dedekind (1897,1900)  
Skolem (1913,1936), Menger (1928), Klein (1932,35,37), Birkhoff (1933), Öre (1935), Stone (1934-1936), 
Kurosh (1935), Tarski (1935), Glivenko (1936, von Neumann (1936), … 
 

Développements et usages 
Ordres d’intervalles et indifférence non transitive 
Treillis distributifs évitant l’ "effet Condorcet" 



 
 Journées APMEP 2008 La Rochelle 25 - 27 octobre 2008                                                                         2 

 

QUELQUES RÉFÉRENCES 
 
 
P. Cegieleski 1987, Historique de la théorie élémentaire des ensembles in 
Fragments d'histoire des mathématiques, Brochure APMEP 65, 161-210. 
 
L. Corry 2004 Modern Algebra and the rise of mathematical structures, 
Birhäuser.  
 
H. Mehrtens 1979, Die Entstehung der Verbandstheorie, Hildesheim: 
Gerstenberg Verlag. 
Review par J.W Dauben dans Order 1986, 3, 89-102.  
 
&…..INTERNET  

 
 



 
 Journées APMEP 2008 La Rochelle 25 - 27 octobre 2008                                                                         3 

 

La NOTION MATHÉMATIQUE D'ORDRE  
 

  {ordres} ⊂ {relation binaires} 
 
Relation binaire R sur X  = ensemble de couples de X 

EXEMPLE  X  = {a,b,c,d,e},  

              R = {(a,b), (a,e), (c,b), (c,d), (c,e), (d,e), (a,a), (b,b), (c,c), (d,d), (e,e)} 
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a
a

     a   b   c   d   e
a   1   1   0   0   1
b   0   1   0   0   0
c   0   1   1   1   1
d   0   0   0   1   1
e   0   0   0   0   1

 
 

 
trois représentations de la même relation binaire 
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ORDRE et ORDRE STRICT  
 

La relation R est un ordre si  elle est  
réflexive :          pour tout x ∈ X, xRx   
antisymétrique :pour tous x, y, ∈ X, xRy et yRx ⇒ x = y  
transitive :     pour tous x, y, z ∈ X, xRy et yRz ⇒ xRz  
 

 
La relation R est un ordre strict si  elle est  
irréflexive :      pour tout x ∈ X, xRcx   
transitive :   pour tous x, y, z ∈ X, xRy et yRz ⇒ xRz  
(⇒ asymétrique : pour tous x, y ∈ X, xRy ⇒ yRcx)  

 
NOTATIONS USUELLES    

            ORDRE : ≤                     ORDRE STRICT : < 
x<y si x≤y et x≠y                  x≤y si x<y et x=y 
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La RELATION de COUVERTURE d'un ORDRE 
et son "DIAGRAMME"  

 

x est couvert par y si il n'existe pas d'élément "entre" x et y 
(x p  y si x < y and x ≤ z < y impliquent x = z) 

Un diagramme d'un ordre représente sa relation de couverture 

a

b

b

b
c

c

c
d

d

d e

e

e

a
a

     a   b   c   d   e
a   1   1   0   0   1
b   0   1   0   0   0
c   0   1   1   1   1
d   0   0   0   1   1
e   0   0   0   0   1

 
 

Cette relation est un ordre dont la figure ci-dessous est un diagramme  
e

a

d

b

c  
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DEUX DIAGRAMMES d'ORDRES  
 
 

 
 

ORDRE TOTAL (CHAÎNE) 
 

c

d

a

b

e
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j

 
 

ORDRE D'INTERVALLE 
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 PRÉHISTOIRES… 

ORDONNER c'est d'abord COMPARER 
 
ACTIVITÉS de COMPARAISON   
 
PLUS/MOINS….. fort, grand, rapide, lourd, habile……  
dans les premiers récits : Mythologies, Bible, Homère, Mahâbhârata… 
 
en MATHÉMATIQUES 
- nombres (30.000 av J.C., numération écrite 3.600 av J.C.) 
- grandeurs  
 
apparition des symboles  

<, >  1631 Thomas Hariott (1560-1621) dans Artis analyticae praxis   
≥, ≤ 1655 John Wallis (1606-1703) dans Tract on conic sections, 1734 Pierre Bouguer (1698-1758)  
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Bertrand RUSSELL 1903 The Principles of Mathematics, Cambridge,University Press, 

Part IV. Order 
 
"Qu'est ce qu'un ordre? Ceci est une question difficile et sur laquelle, 
autant que je sache, rien du tout n'a été écrit. Tous les auteurs que j'ai 
rencontrés se contentent d'exhiber la genèse d'un ordre ; et puisque la 
plupart d'entre eux donnent seulement une des six méthodes énumérées 
dans le chapitre XXIV, il est facile pour eux de confondre la genèse d'un 
ordre avec sa nature".  

 
"…nous avons une relation asymétrique et transitive P, et une collection de 
termes, deux desquels sont tels que que soit xPy soit yPx (connexité).  
Quand ces conditions sont satisfaites nos termes forment nécessairement 
une série simple" (= ensemble strictement totalement ordonné) 
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On the Logic of Number 
By Charles S. PEIRCE. 1881 American Journal of Mathematics, 4(1), 85-95. 

 

"Soit r un terme de relation tel qu'une chose peut être dite une r d'une autre, 
et l'autre une r'd de la première.Si dans un certain système d'objets, tout ce 
qui est un r d'un r d'une chose est lui même un r de cette chose, alors r est 
dite être une relation transitive* dans ce système. ….Alors q peut être 
appelé une relation fondamentale de quantité  (= ordre) ; ses propriétés étant  
- premièrement, qu'elle est transitive ; 
- deuxièmement, que chaque chose dans le système est q d'elle même (= réflexivité 

-et troisièmement que rien n'est à la fois q et q'd d'une chose sauf elle même.  
(= antisymétrie) 
Les objets d'un système ayant une relation fondamentale de quantité sont 
appelés des quantités, et le système est appelé un système de quantités" (= 
ensemble ordonné). 
 
*définition due à de Morgan 1856, mais notion qu’on trouve déjà dans Leibniz  et sous la forme du syllogisme Barbara dans Aristote. 
 Cf. aussi Schröder 1877 avec l’ordre de « subsumption » entre concepts,  Peirce 1880 avec l'ordre entre extensions  -< appelé "copule". 
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The Continuum as a Type of Order: An Exposition of the Modern Theory 
by Edward V. HUNTINGTON 1905 Annals of Mathematics, 6(4),151-184 
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Grundzüge der Mengenlehre 1914 
 (Bases de la théorie des ensembles)  

par   Felix Hausdorff (1868-1942)  
Chapitre 6 section 1 

Teilweise geordnete Mengen  
(Ensemble partiellement ordonné) 

 
 
(A,<, >, ), avec pour tout a différent de b 
- soit a < b, soit a > b , soit a b 
- < transitive 
-  symétrique 
(donc < est un ordre strict et a > b ⇔ b < a) 
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La NOTION MATHÉMATIQUE de TREILLIS 
{Treillis} ⊂ {ordres} ⊂ {relation binaires} 

Un TREILLIS  (T, ≤) est un ensemble ordonné tel que deux éléments 
quelconques x et y de  T  ont  
- un infimum (= borne inférieure) noté x∧y 

ET 
-  un supremum (= borne supérieure)  noté x∨y 

 

x

x y

x

!

y"

y

0

1

 

EXEMPLES : (N,≤)  (R,≤) 
- L'ensemble P(E) de toutes les parties d'un ensemble E ordonné par la relation d'inclusion ⊆  entre parties:  

A∧B = A∩B                                A∨B = A∪B   
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 La DÉFINITION ALGÉBRIQUE d'un TREILLIS 
 

Un TREILLIS (T,∧,∨) est un ensemble muni de deux opérations binaires  
T 2  →  T  T 2  →  T 

        (x,y)  →  x∧y              (x,y) →  x∨y 
appellées INF et SUP et telles que  

   x∧(y∧z) = (x∧y)∧z   x∨(y∨z) = (x∨y)∨z  (associativité) 
     x∧y = y∧x   x∨y = y∨x           (commutativité) 
     x∧x = x   x∨x = x     (idempotence) 
     x∧(y∨x) = x   x∨(y∧x) = x    (absorption) 

 

(T, ≤)             ↔              (T,∧,∨) 

x ≤ y ⇔  x∧y = x   x∧y = inf(x,y) 
       ⇔   x∨y = y     x∨y = sup(x,y) 

 

EXEMPLE (N, divisibilité) est un treillis avec  
x∧y = ppcm(x,y)           x∨y = pgcd(x,y) 

   

ce treillis est distributif : x∧(y∨z) = (x∧y)∨(x∧z)             x∨(y∧z) = (x∨y)∧(x∨z) 



 
 Journées APMEP 2008 La Rochelle 25 - 27 octobre 2008                                                                         14 

 

DIAGRAMMES de TREILLIS   
 

 

a
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c
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abc
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b

ab ac

  
Ø 

 
 
 

TREILLIS BOOLÉENS 
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TREILLIS DISTRIBUTIF 
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George BOOLE et L'ALGÈBRE de la LOGIQUE 
 
Modélisation mathématique des lois de la pensée au moyen d'un calcul algébrique  
The mathematical analysis of logic, being an Essay Towards a Calculus of Deductive 
Reasoning.  1847 

 
Proposition I. 
All the operations of Language, as an instrument of reasoning, may be conducted by a 
system of signs composed of the following elements, viz: 
1st. Literal symbols, as x, y, &c., representing things as subject of our conceptions. 
2nd. Signs of operations, as +, −, _, standing for those operations of the mind by which the 
conceptions of things are combined or resolved so as to form new conceptions involving 
the same elements. 
3rd. The sign of identity, =. 
And these symbols of Logic are in their use subject to definite laws, partly agreeing with 
and partly differing from the laws of the corresponding symbols in the science of Algebra. 
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I TROIS OPÉRATIONS et leurs PROPRIÉTÉS 
Boole: calcul des classes (ensembles) ; opérations d'addition (= union disjointe) 

et de produit (intersection)  
L'opération d'addition est remplacée par l'opération d'union par De Morgan, puis 

par Jevons, Schröder, Peirce, Huntington….etc 
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II Une RELATION d'ORDRE 
Peirce 1880 On the Algebra of Logic 

 
Définitions des opérations + et × à partir d'une relation d'ordre -<  ("copule") 

If a -< x and b -< x,      If x -< a and x -< b,       (2)  
then a + b-< x ;       then x < a × b;  
and conversely,       and conversely, 
 if a+b -< x,        if x -< a × b,    (3)   
then a < x and b -< x .     then x-<a and x -< b.  

 
Dérivations des propriétés des opérations; par exemple 

D. (a + b) + c = a + (b + c)        a × (b × c) = (a × b) × c (Boole, Jevons). (7) 
These are cases of the associative principle 

E. (a+b) × c = (a × c) + (b ×  c)   (a × b) + c = (a+c) × (b+c)                     (8) 
These are cases of the distributive principle. They are easily proved by (4) and (2), but the 
proof is too tedious to give.  
 
Correction en 1885(p.190) My friend, Professor Schröder, detected the mistake and showed that the distributive formulas (a + y) 
z -< xz + yz    (x+z)(y+z) -< xy+z could not be deduced from syllogistic principles (il faut  en plus la complémentation unique). 
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Huntington 1904  Sets of Independent Postulates for the Algebra of Logic  
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La preuve de la distrbutivite lorsqu'on part du système ordinal est due à Peirce en 1880:. ( footnote page 301_302.) 
 

 

 



 
 Journées APMEP 2008 La Rochelle 25 - 27 octobre 2008                                                                         24 

 

Richard DEDEKIND et LES "DUALGRUPPE" 

1897 Über Zerlegungen von Zahlen durch ihre grössten gemeinsammen Teiler 
Festschrift Hoch. Braunschweig, In Gesammelte Werke, Bd. 1. pp. 103-148.. 

1900 Über die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe, Mathematische Annalen, 53, 371-403. 
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Travaux sur les nombres algébriques et leurs factorisations (notions de module, d'idéal) 
 

1897 dualgruppe  = treillis 
  idealgruppe = treillis distributif (équivalence des 2 distributivités) 
  modulgruppe = treillis modulaire 

 
Schröder 1890 

a < b si  a+b = a ou a-b = b 
 
1900 "Dans la quatrième édition de Leçons sur  la théorie des nombres de 

Dirichlet, j'ai eu l'occasion de mentionner le "dualgruppe" qui est obtenu à partir de 
trois modules quelconques par la formation du "pgcd" et du "ppcm" et qui consiste 
en général de 28 éléments différents. Etant donné que les lois de ce groupe peuvent 
être utilisées dans d'autre domaines et qu'elles fournissent souvent une aide tout à 
fait utile, elles seront présentées ci-dessous. Par la suite, viendront différentes études 
de "dualgruppe" plus généraux." 
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TREILLIS: la RENAISSANCE 
 
 (T. SKOLEM, 1913,  Om Konstitutionen av den identiske Kalkuls grupper, Congrès scandinave de mathématiques) 
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F. KLEIN-BARMEN 
1929 Einige distributive Systeme in Mathematik und Logik,. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, 38 / 1929, 35-40. 
1931 Zur Theorie der abstrakten Verknupfungen, Mathematische Annalen,105, 1931, 308-323. 
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Zeitschrift, 37, 1933, 39-60 
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Society,40 (1), 37-111. 
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Garett Birkhoff 1913-1996 
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Le "SYMPOSIUM on LATTICE THEORY" 1938 

Lattices and their applications 
Garrett Birkhoff  
On the application of structure theory to groups 
Oystein Ore  
The representation of Boolean algebras 
M. H. Stone  
The applicability of lattice theory to group theory 
Reinhold Baer  
Non-Euclidean geometry of joining and intersecting 
Karl Menger  
The application of lattice theory to integration 
H. M. MacNeille  

 

Les PREMIERS LIVRES    
1938 V. GLIVENKO, Théorie générale des structures, Hermann, Paris. 
1940 G. BIRKHOF, Lattice Theory, American Mathematical Society, Providence 
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TREILLIS la RENAISSANCE, POURQUOI ? 
 

GLIVENKO 1938: 
"Les recherches récentes ont mis en lumière un fait remarquable, à savoir 
que, dans diverses branches de Mathématiques, on rencontre les mêmes 
relations simples et fondamentales entre les objets dont on s'y occupe. On 
les rencontre, par exemple, dans la Théorie des ensembles, dans la Théorie 
des groupes, dans la Théorie des nombres, dans la Géométrie projective, 
dans la Topologie, dans la Théorie des probabilités, dans la Logique 
mathématique, dans la Mécanique quantique, etc. Il s'agit de la relation du 
tout et de sa partie, ou d'autres relations possédant les mêmes propriétés 
formelles que celle-ci. Nous savons maintenant que ce sont précisément ces 
relations qui forment la base des propriétés les plus élémentaires et les plus 
profondes des disciplines ci-dessus mentionnées. Et certaines différences, 
de prime d'abord presque insensibles dans la réalisation de ces relations, 
donnent naissance aux spécificités plus claires de diverses disciplines."  
(Dedekind: Dualgruppe ; Menger : Systeme von Dingen ;  Birkhoff : lattice ; Öre : structure) 
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Poincaré, Sciences et Méthodes, 1908 
 

 
 
"La mathématique est l'art de donner le même 
nom à des choses différentes. Il convient que ces 
choses différentes soient semblables, qu'elles 
puissent se couler dans le même moule"  
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THÉORIES des TREILLIS, des ENSEMBLES ORDONNÉS 
DÉVELOPPEMENTS 

Algebra Universalis  1970 

 
Birkhäuser Basel 

  

Order 1984 
A Journal on the Theory of Ordered Sets and its Applications 

 
 Springer Netherlands 
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Classes d'ordres et de treillis 
 
ORDRES  TOTAUX,  
 FORTS,  
 QUASI-FORTS,  
 D'INTERVALLES,  
 A SEUILS, 
 PLANAIRES, 
 de DIMENSION 2, 
 BIPARTIS,  
 SÉRIES-PARALLÈLES,  
 QUASI-SÉRIES-PARALLÈLES,  
 SEMI-MODULAIRES (inférieurement, supérieurement),  
 RANGÉS,  
 de SPERNER,  
 etc, etc.  
 
TREILLIS  BORNÉS (inférieurement, supérieurement), ,  
 DÉMANTELABLES, 
 RANGÉS,  
 ATOMISTIQUES (COATOMISTIQUES) 
 GÉOMÉTRIQUES,  
 MODULAIRES,  
 ORTHOMODULAIRES,  
 DISTRIBUTIFS,  
 SEMI-DISTRIBUTIFS (inférieurement, supérieurement),   
 LOCALEMENT DISTRIBUTIFS,  
 COMPLÉMENTÉS,  
 ORTHOCOMPLÉMENTÉS,  
 PSEUDOCOMPLÉMENTÉS, 
 BROUWERIENS, 
 de STONE, 
 de POST, 
 BOOLÉENS, 
 etc, etc. 
chacune a quelquechose pour plaire..., mais  
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QUELQUES USAGES 
 
 
Mathématiques (fermetures) 
Statistique d'ordres, comparaisons par paires 
Analyse et fouille des données, Classification, Sériation (phylogénie..) 
Informatique: tris,  hiérarchie de types, base de données,…  
Intelligence artificielle : représentation et acquisition des connaissances, analyse 
implicative (treillis de Galois de concepts) analyse implicative…  
Morphologie mathématique (traitement d’images) 
Réseaux sociaux, hiérarchies..  
Recherche opérationelle 
Modélisation et agrégation des préférences et choix 
Ordonnancements 
…… 
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ORDRES D'INTERVALLES APPARITIONS, 
DISPARITIONS, RÉAPPARITIONS 

 
L'histoire commence à Cambridge... 
 

1914, Bertrand Russel et Norbert Wiener : 
comment obtenir la notion d'instant de temps (ou de point sur une droite) à partir de la 
notion de période de temps (ou d'intervalle sur une droite) ?  
 
(P.C. Fishburn and B. Monjardet, 1992, Norbert Wiener on the theory of measurement, 1914, 1915, 1921, J. Math. Psychology, 36) 

 
ordre d’intervalles, graphe d’intervalles, hypergraphe d’intervalles 

théorie de la probabilité subjective (Halphen  1955),  
génétique (Benzer 1959, Lekkerker et Boland 1962)  
théorie de l'estimation statistique (Wine et Freund 1957)   
théorie de l'extrapolation (Fine 1970),   
psychophysique et théorie de la discrimination (Goodman 1951, Galanter 1956), 
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théorie de l'utilité (Luce 1956, Fishburn 1970), 
théorie de la consistance probabiliste (Luce 1958)  
décision multicritère (Roy, Jacquet-Lagrèze 1974), 
sériation (Kendall, 1969)  
ordonnancement (Radermacher 1978, Papadimitriou 1979) 
classification (hiérarchies, pyramides, 1950-1980)   
stockage de l'information (Eswaran 1975) 
codages de relations (Bouchet, 1971) 
combinatoire (Hajos 1957, Sharp, 1971, Rogers 1976)  
topologie (espaces de proximité ordonnables) 
logique temporelle  
etc. sans oublier 
littérature policière (Berge)  
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ORDRES D'INTERVALLES 
 

FAMILLE D'INTERVALLES 

a b

f

c d

g

i

h ej

 
I = [s,t] < J = [u,v] si t < u 

c

d

a

b

e

f

g

h

i

j

 

Un ordre d'intervalles est un ordre représentable par l'ordre d'une 
famille d'intervalles 
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QUELQUES CARACTÉRISATIONS 
 
ordre strict sans  

 
 
irréflexivité + tableau en escalier 

 h  i   j   e  c  g   f   d a  b 
h   1 1 1 1 1 1 1 1 
j     1 1 1 1 1 1 1 
i       1 1 1 1 1 
e       1  1 1 1   1 
g       1  1  1    1  
c        1 1 1 
a          1 
f           
d           
b           
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CARACTÉRISATION NUMÉRIQUE 
(MODÈLE LINÉAIRE LATENT) 

 
Une relation R est un ordre d'intervalles s'il existe deux fonctions 
numériques  

u: X → R+ et s : X → R+ telles que 

 
[x R y] ⇔  [u(x) + s(x) < u(y)] 

 
L’objet y est préféré à l’objet x seulement si son "utilité" dépasse celle de x 
augmentée d’un "seuil". Mais l’indifférence n’est plus transitive.  
 
N.B. L'ordre réflexif correspondant n'a pas ces caractérisations 
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