o» Baccalauréat C Amiens juin 1981 a»

EXERCICE 1 4 POINTS

1. En utilisant I'algorithme d’Euclide :

a. Montrer que 1981 et 1815 sont premiers entre eux.

b. Déterminer deux entiers relatifs a et b tels que 1981a+ 1815b = 1.
2. En déduire que dans Z/1981Z, 1815 admet un inverse que 'on déterminera.
3. Résoudre alors dans Z/1981Z I'équation 1815x + 1515 = 732.

N.B.- 1 désigne la classe de I’entier n dans 'ensemble Z/1981Z.

EXERCICE 2 4 POINTS

—

Soit & un plan affine euclidien rapporté au repere (O N 7) orthonormé direct. Soit f I'ap-

plication de &2 dans 22 qui a tout point M de coordonnées (x ; y) dans le repere (O ; 7, 7),

associe la point M’ de coordonnées (x’; y') tel que

: V3 1
Y= xtsy

1. a. Montrer que f est bijective et déterminer 'ensemble des points invariants par f.
b. Déterminer 'ensemble des points M de & tels que O, M, M’ soient alignés.

2. On désigne par M et M, les projections orthogonales du point M respectivement
sur les droites (O, 1 ) et (O, ] ) Montrer que M’ est le transformé de M; dans une
rotation de centre M, dont on déterminera une mesure de ’angle.

PROBLEME 12 POINTS

Partie A
Pour tout entier naturel z#, non nul, on considere la fonction f;, définie sur [0; +oo[ par

| x"logx si x>0
f"(x)_{ 0 si x=0.

1. Etudier les fonctions fi et f> et construire leur représentation graphique respective
(6)) et (6>) dans un repere orthonormé du plan (O ; 7, 7) (on prendra 4 cm pour
unité de longueur). Préciser la position relative de (61) et (6>).

2. Prouver que, pour tout 7, f; estintégrable sur [0; 1]. On définit, alors, la suite (1) ,en+
par

1
VneN*, unzf fn(x)dx.
0
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. Alaide d’'une intégration par parties, déterminer une primitive de f,, sur ]0; 1].

oo

. En déduire une primitive de f;, sur [0; 1].

o

. Montrer que u, = — et déterminer liIP Up.
n—+o00

(n+1)?
. Soit D le sous-ensemble du plan constitué des points M dont les coordonnées

—

(x; y) dans (0; 7, ])vériﬁent0<x< let fi(0) <y < L)

Calculer, en centimetres carrés, 'aire de D.

="

Partie B

Soit g la fonction, définie sur [0 ; +oo[ par

xlog x si x>0
gx)=1{ x%2+1
0 si x=0.

1. Montrer que g est intégrable sur [0; 1].
2. Soit x un réel quelconque.

a. Calculer pour tout n de N la somme

X=X+ X0 X7+ + (=) x k2"

b. En déduire que

x2n+3
VnelN, —:x—x3+...+(_1)nXx2n+1+(_1)n+1 )
1+x? 1+ x2
3. En déduire que
1 1
X
VnelN, f g(x)dx: ul—u3+---+(—1)"u2n+1+(—1)”+1 f2n+3( )dx.
0 1+ x2

4. On pose pour tout n de N,

Sp=u1—ug+---+ (_1)nu2n+1-

a. Prouver que VneN

1
f gx)dx-S,
0

< —Uzn+3-
1
b. En déduire que nl—l»IPooS” = fo g(x)dx.

c. Déterminer un entier ng tel que

1
fo gx)dx—S,,| <1072

1
En déduire une valeur approchée 4 102 pres de f g(x)dx.
0

Partie C
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Soit G la fonction définie sur [0 ; +ool par

X
G(x) =/ g(pdt.
0
1. Etudier la dérivabilité de G et son sens de variation.
1 1
2. a. Montrerque VieR, t>1, 2 S < 7z

b. En déduire que
1 (*logt *logt
VieR, x>1, —f ﬂdtgG(x)gf 28 dr.
21t 1t

*logt
t

c. Calculer pour tout x > 1, f dz.
1

G(x)
x
3. Donner l'allure de la courbe représentative de G. Préciser la tangente au point d’abs-
cisse 1 et la nature de la branche infinie.
La courbe a-t-elle une tangente au point d’abscisse 0?

d. Déduire de ce qui précede lim G(x) et lim . (On pourra poser X = y/x.)
X—+00 X—+00

N. B.- Pour obtenir une valeur approchée de G(0) on utilisera B 4. c.
Pour obtenir une valeur approchée de G(2) on utilisera 'encadrement obtenu au C 2.
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