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Corrigé du sujet 1
Voie générale — Métropole - 16 juin 2026

Exercice 1 (5 points)

Partie A

1. a. Comme on choisit au hasard une famille, on est en situation d’équiprobabilité, et les propor-
tions sont assimilables a des probabilités.

Comme 75 % des familles réservent une cabine, cela se traduit par: P(C) =0,75.

b. Voici I'arbre complété avec les valeurs disponibles dans I’énoncé, et les probabilité des évé-
nements contraires donnés dans 1'énoncé :

<

0,3 ’ \E
C

0,7 o
\V<

2. La probabilité qu'une famille réserve un emplacement pour un véhicule et une cabine est :
P(VNC)=P(V)xPy(C)=0,3%x0,8=0,24.

3. La probabilité qu'une famille réserve un emplacement pour un véhicule, sachant qu’elle a réservé
une cabine est: Pc(V).
P(CnV) 024 24
Pc(V)=——= =

= =—=0,32.
P(O) 0,75 75

4. Les événements V et V forment une partition de 'univers.

D’apres la loi des probabilités totales, on en déduit :
P(C)=P(CnV)+P(CNV) < P(CNV)=P(C)-P(CnV).
En remplacant par les valeurs connues : P(C | 7) =0,75-0,24 =0,51.

P(VnC) o051 51
—— = =— 0,729
p(v) 0,7 70

Finalement, en revenant a la question posée: Py (C) =

P(C) ~ 0,73 21072 pres.
Dans le contexte de I'exercice, cela signifie qu’environ 73 % des familles n’ayant pas réservé d’em-
placement pour un véhicule ont réservé une cabine.

Partie B
1. Onva donner les calculs pour I'espérance et la variance de X :

EX)=x1 xP(X=x1)+X2xP(X=x2) +x3x P(X=x3)+ x4 x P(X =xy4)
=0x0,194+70x 0,06+ 100 x 0,51+ 170 x 0,24
=0+4,2+51+40,8 =96.

V(X) = (x1 —E(X))? x P(X = x1) + (%2 — E(X))? x P(X = x2) + -+~ + (s =E(0)® x P(X = x4)
=(0-96)% x 0,19+ (70— 96)* x 0,06 + (100 — 96)* x 0,51 + (170 — 96)* x 0,24
=1751,04+40,56+8,16+1314,24 =3114

On trouve bien les deux valeurs annoncées dans I'énoncé.

2. a. X+Y estlavariable aléatoire qui donne la somme du prix des suppléments et du prix des
extras, sans réduction.

Comme la compagnie propose une remise de 40 % sur ces extras et suppléments, cela signifie

4
que les familles vont payer un prix qui aura été multiplié par: 1- 100~ 0,6
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Ainsi, la variable aléatoire donnant le montant total des suppléments et extras, apres réduc-
tionestbien: Z=0,6(X+Y).

b. Parlinéarité de 'espérance : E(Z) =0,6(E(X) +E(Y)) =0,6(96+104) = 0,6 x 200 = 120
Comme les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, ona: V(X +Y)=V(X)+V(Y).
Par propriété de la variance :

V(Z)=0,62 x V(X +Y) =0,36(V(X) +V(Y)) = 0,36 x (3114 + 1686) = 0,36 x 4800 = 1728.
3. a. M, estlamoyenne empirique de I'’échantillon de taille n.
Par linéarité de 'espérance, on a:
1 1 120n
E(M,)=—(E(Z)) +E(Z) +---+E(Zy)) = —(120+ 120 +--- + 120) = = 120.
n n
Comme les variables aléatoires sont indépendantes :
1\? 1 1728n 1728
V(M) = =] x(V(Z)+V(Z) +---+V(Zp)) = — (1728 + 1728+ +1728) = —— = .
n n n n
Remarque : en disant explicitement que M, est la moyenne empirique d'un échantillon de
taille n de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de probabilité de Z, on peut aussi
. i V(Z) 1728
dire, par propriété que: E(M,)=E(2)=120 et V(M,)= —
b. Ona: P(114 <M, <126)=P(114-120 < M, —120 < 126 — 120)
=P(-6<M,-EM,)<6) carE(M,)=120
= P(|M, —E(Mp)| <6)
=1- P(|Mn - E(Mn)| > 6) via I'’évenement contraire
D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout réel ¢ strictement positif :
P(|Mn—EM,)| > 1) < Vi)
n n = X t2 .
Notamment, pour { =6:
1728
n
P(|Mn—EM)| 2 6) < —;
1728
1728 48
Or: n___ =—.
62 36n n
48 48
Onadonc: P(|M,-E(M;)|>6)<— < 1-P(|M,-E(M,)|>6)>1-—
n n
48
— P(114< M, <126)>1- —
n
48
Ainsi, 1-— >0,85 = P(114 < M,, <126) > 0,85.
n
’ 48 48
Résolvons: 1—-— >0,85 < 0,15> —
n n
< 0,15n>48 carneN* doncn>0
48
<~ n>—— car(0,15>0
0,15
<~ n =320
Les solutions de cette inéquation sont les entiers supérieurs ou égaux a 320.
Le plus petit entier permettant d’affirmer P(114 < M,, < 126) > 0,85 est donc 320.
Dans le contexte de I'exercice, cela signifie que I'affirmation «le colit moyen payé par les
familles pour les suppléments et extras, apres réduction de 40 % est strictement compris
entre 114 et 126 euros » est vraie au risque de 15% (ou avec une confiance de 85 %) a partir
de 320 familles a bord du bateau.
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Exercice 2 (4 points)

1. a. Affirmation 1 : Vraie.

b.

Métropole

-1
Par lecture de I'équation cartésienne du plan on peut affirmer que 7| 1 | estun vecteur
-5
normal au plan (£2).
La droite (AB) est dirigée par le vecteur AB, de coordonnées: | yg—ya
ZB — ZA
_(2-3 (1
soit: AB[1-0| etdonc: AB| 1
3-2 -5

Comme AB = ;, le vecteur directeur de la droite (AB) est donc normal au plan (2?).
Par définition, la droite (AB) est donc orthogonale au plan 22.

Le milieu du segment [AB] est le point I, et ses coordonnées vérifient :

I(xA+xB . YA+ YB . ZA+ZB) soit I(3+2 . 0+1 _2—3

; ; ——;——;—— | etfinalement 1(2,5;0,5;-0,5).
2 2 2 2 2 2

Vérifions si les coordonnées de I vérifient 'équation du plan (£2) :
-x1+y1—-521-05=-25+05-5%(-0,5)-0,5=-2,5+0,5+2,5-0,5=0
I est donc un point du plan (£2).

Le plan (£?) est bien orthogonal a la droite (AB), et passe par le milieu du segment [AB]
(autrement dit, c’est le plan médiateur du segment [AB]).
Affirmation 2 : Fausse.

-1
La droite (AB) est dirigée par le vecteur rﬁ 1

-5

1
Par lecture de sa représentation paramétrique, on peut dire que (d) est dirigée par ul-1].
-2
Les deux vecteurs ont des coordonnées clairement non proportionnelles, donc ils ne sont
pas colinéaires.
Les droites (AB) et (d) ne sont donc pas paralleles (ni strictement, ni confondues).
Elles peuvent donc étre sécantes, ou non coplanaires.
Pour trancher, cherchons a établir si elles ont un point commun.
X =XA+ xﬁ X S

Une représentation paramétrique de (AB) est : V=YA+Yip XS ouseR

= — X
Z=2pa+ 255 %S

xX=3-5s
Soit, en remplacant par les valeurs connues : y=s ouseR
z=2-5s

Le point de parametre ¢ sur (d) est confondu avec le point de parameétre s sur (AB) si et
seulement si (s; ) est solution du systéme :

3—-s=t 3-s=t

s=-15-1¢ < {s=-15—-3-9)

2—-55s=2-2¢ 2—-55=2-23-9)
3—-s=t

< {s=-15-3+s
2-55=2-6+2s
Les équations du systeme sont incompatibles (la deuxieme équation est équivaut a 0 = —4,5).
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Le systeme n’a pas de solution.

Il n'y a donc aucun point commun entre les droites (AB) et (d), qui sont donc non copla-
naires, et pas sécantes.
c. Affirmation 3 : Vraie

_ (15 __ (05
Ona: CA| 3 et CB| 4
3 -2

Comme ce sont des coordonnées dans un repere orthonormé, on utilise la formule analy-
tique du produit scalaire : ﬁ . CTi =1,5%x05+3x4+3x(-2)=0,75+12—-6 =6,75.

Par ailleurs, on peut calculer les longueurs CA et CB :

CA=+/1,52+32+3%2=/20,25=4,5. CB=1/0,52+42+(-2)%2 = /20,25 = 4,5.

On remarque donc (méme si c’est hors sujet) que le triangle ACB est isocele en C.

En utilisant la définition trigonométrique du produit scalaire, on a:

CA-CB =CAx CBXCOS(KC\B).

En remplacant les valeurs connues, ona: 6,75 =4,5x4,5 x cos (KC\B),

6,75 1

ce qui équivaut 2 cos (ACB) = 12 "3

— 1
On en déduit: ACB = arccos (5) ~70,53°.

On a donc bien ACB = 70,5°, 2 107! pres.

2. Affirmation 4 : Vraie.

» Titouan doit, pour ouvrir sa porte, trouver les quatre symboles différents de son code, et les
saisir dans un ordre quelconque.
Il s’agit donc d'une combinaison (pas de répétition des éléments, I'ordre ne compte pas) de
quatre éléments, dans un ensemble de cardinal 8 (huit symboles sur le digicode).

=

1
Titouan a donc 70 codes différents possibles, chacun ayant donc une probabilité de 0’
puisque tous les choix des codes sont équiprobables.
* Clotilde, elle, doit saisir trois symboles différents, mais en tenant compte de I'ordre.

Il s’agit donc d'un arrangement (pas de répétition, I'ordre compte) de trois éléments dans un

ensemble de cardinal 8.

8! 8!
=—=8x7x6=336.
B8-3)! 5!

1
Clotilde a donc 336 codes différents possibles, tous ayant une probabilité de 336

1 1
Comme e > 336 la probabilité que Titouan ouvre sa porte est bien supérieur a la probabilité

que Clotilde ouvre la sienne.
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Exercice 3 (6 points)

Partie A : Phase de chauffage

1. On a une équation différentielle de laforme ' =ay+b, ol aet bsont des réels non nuls.

-b
La solution particuliére constante de 'équation (E) est: ¢— —.
a
-0,91
Or =26.
—-0,035

La solution particuliére constante de (E) sur [0; +oo[ estdonc: ¢+~ 26.

-0,035¢
+ 26,

Par propriété, les solutions générales de (E) sur [0; +oo[ sont de laforme: t~— Ce
ol C est un réel quelconque.

2. Lafonction T est donc une de ces solutions, donc on connait sa forme générale, établie ci-avant.
Pour déterminer la constante C, on va utiliser la condition initiale : 7'(0) = 18.

T0) =18 — Ce """ 126=18
— ce’=18-26
— Cx1=-8
— C=-8
Cela confirme bien que, pour tout nombre réel t appartenant a l'intervalle [0; +oo[, ona:

T(t)=26—8e 0%,

3. Selon ce modele, le temps au bout duquel la piece atteindra la température de 20 °C est la solution
del'équation: T(¥) = 20.

Résolvons cette équation: T(f) =20 < 26— ge % =20
— -8e """ =5
— ¢ 0037 _ 0,75
<~ -0,035¢ =1In(0,75)
In(0,75)
S l=—
—-0,035
In(0,75)
—— = 8,22.
-0,035

Le temps est exprimé en dizaine de minutes. 8,22 dizaines de minutes, correspondent, a la minute
pres a 82 minutes, soit 1 heure et 22 minutes.
Ala minute pres, il faut donc 1 heure et 22 minutes pour que la température atteigne les 20 °C.

4. Pour les équations différentielles de la forme y' = ay+b avec un coefficient a strictement
négatif (ce qui est le cas ici, a = —0,035), on sait par propriété que les courbes de fonctions vont
admettre comme asymptote horizontale au voisinage de +oco la droite représentant la solution
particuliére constante, soit ici la droite d’équation y = 26.

De plus, on sait aussi que les solutions sont strictement monotones.
Or,ici,jona T(0)=18< lim T(t) =26
t—+o0

donc la fonction T est strictement monotone et ne peut pas étre décroissante : elle est croissante
(logique, en phase de chauffage, la température monte).

T est donc une fonction strictement croissante, tendant vers 26 : elle est donc majorée par 26.

Si une panne du systeme de chauffage 'empéche de s’éteindre lorsque la température de la piece
atteint 20 °C, la température de la piece ne pourra donc pas dépasser 26 °C, et donc encore moins
28°C.

Remarque : On peut aussi, plus simplement dire que la fonction exponentielle est a valeurs stric-
tement positives et donc, pour tout réel ¢ positif :

e 00 g _ge "5 o car—-8<0
268600 _ o6

Et donc la température est majorée par 26 °C, ce qui permet de conclure aussi.
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Partie B : Phase de refroidissement

1. D’apres la relation de récurrence, appliquée avec n=0:

uy = ug+1 =0,965uy +0,35+0,07e

~01X0 _ ) 965 x 20+ 0,35 +0,07 x 1 = 19,3+ 0,35 + 0,07 = 19,72.

2. Pour tout entier naturel n, on pose P, 'affirmation: «u; > 10».

Initialisation : Pour n =0, on a 1y = 20 > 10.
Laffirmation Py est vraie.

Hérédité : soit n un entier naturel (n > 0), on suppose que pour cet entier 7, I'affirmation P,
est vraie.
P, est vraie = u, > 10

= 0,965u, >9,65 car 0,965>0
= 0,965u, + 0,35 > 9,65+ 0,35

= 0,965u, +0,35 > 10

510 car 0,07e %" >0

— 0,965, +0,35+0,07¢ °
= Up4+1 > 10
= P,4] est vraie

Conclusion : la propriété P est vraie, et pour n entier naturel, elle est héréditaire, donc par
principe de récurrence :

Pour tout entier naturel n, P, est vraie, c’est-a-dire: u,, > 10.

Autrement dit la suite (u,) est strictement minorée par 10.

3. La suite est décroissante (admis) et minorée par 10, donc d’apres le théoreme de convergence
monotone, la suite (1) est convergente vers une limite supérieure ou égale a 10, notée /.

4. a.

Métropole

Onadonc: lim wu,=>~¢.
n—+oo

La suite de terme général (u,+1), avec les mémes termes, mais décalés d'un rang, aura la

méme limite ¢.

,1

. -0 .
Mais comme pour tout n naturel,ona: up+; =0,965u, +0,35+0,07e n, on aaussi:

e Par limite du produit et de la somme : nlirP 0,965u;, + 0,35 =0,965¢ +0,35;
—+00

. .. . -0,1n .
e lim -0,1n=-o0c0 etdonc, par composition: lim e = lim e’'=0;
n—+oo n—+oo y——00

Ainsi, par limite de la somme : ~ lim 0,9651, +0,35+0,07¢ " = 0,965 +0,35.
—+00
Soit  lim w41 =0,965¢ +0,35.
n—+oo
Oronaaussi lim wu,+ =¢.
n—+oo
Par unicité de la limite, on doit donc avoir: ¢ =0,965¢ +0,35.

La limite ¢ est donc solution de 'équation  x =0,965x + 0,35.

Remarque : ici, on a I'esprit du théoréme du point fixe, mais on ne peut pas I'appliquer di-
rectement, car la relation de récurrence de la suite (u,) fait intervenir a la fois le terme pré-
cédent, mais aussi son indice.

IIn’y a donc pas une fonction f unique qui permettrait d’écrire u,+1 = f (1), cette fonction
dépendant aussi de n.

. Résolvons I'équation: x=0,965x+0,35 <= x—0,965x = 0,35

<~ 0,035x =0,35

0,35
X=—
0,035

— x=10

L'équation n'a qu'une solution, 10, donc la suite tend vers 10.

Dans le contexte de I'exercice, cela signifie qu’avec une durée sans chauffage tres longue, la
température de la piece se rapproche de et se stabilise aux environs de 10 °C.
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5. a. Le programme va utiliser la variable n pour stocker les indices et u pour stocker le terme

correspondant de la suite (u,).

Tant que le terme est supérieur strictement a 18, alors la température ne nécessite pas de
remettre en route le chauffage, et donc on calcule le terme et I'indice suivant.

Cela donne :

def marche()
n=20
u = 20
while u > 18 :
u = 0.965%u+0.35 + 0.07*exp(-0.1*n)
n = n+l
return n

S GRS ORI

Remarque : pour que ce programme fonctionne, il faut d’abord invoquer la fonction expo-
nentielle, fournie par la librairie math, avec laligne from math import exp.

On explore a la calculatrice les premiers termes de la suite.

On constate que ug = 17,87 quand les termes précédents sont tous strictement supérieurs a
18.

La fonction va renvoyer 8, donc il faudra huit dizaines de minutes (arrondi par exces) pour
que le systeme de chauffage se remettra en marche.

Exercice 4 (5 points)

Partie A

1. D’apres'énoncé, le point A(0; 1) est sur la courbe représentative de f.

bIn(0+1
Onadonc: f(0)=1<=>a+&=1
0+1
bIn(1)
a+ 1 =1

<~ a=1 carln(1)=0

On a donc bien a=1.

2. a. Lavaleur de f’(0) estle coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 0, c’est-a-dire

Métropole

de la tangente Tj.

Cette tangente passe par A et par B(1;5).

5-1
Son coefficient directeur est donc: —— =4.

1-0
On a donc f'(0) = 4.

. Sur l'intervalle [0;2], au moins, la fonction f est manifestement concave.

Ainsi, on aura f” a valeurs négatives sur au moins [0;2].
Notamment, on a f”' (1) négatif.

. f est dérivable sur son ensemble de définition.

Soit x appartenanta]—1;+ool :

1
On peutdireque: x—In(x+1) apourdérivée, par composition: x~— w1
X

Ainsi pour x appartenanta]—1;+oo[ :

1
oy 0g b DT DBIEED b b(1-Ingreen)
So= (x+1)? D2 (x+1)?

. D’apres la question 2. a., on a f'(0) = 4.
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b(1-In(0+1))
! = _— =
=4 = OT1? 4
b(1-In(1))
— —12
<~ b(1-0)=4

— b=4

Onen déduitque b=4.

Partie B
s o . . . In(y)
1. D’apres la propriété des croissances comparées : yhrp ——==0.
—too y
. . P . In(x+1)
Or: lim x+1=+4oco donc,avecy = x+1, par composition, on en déduit: lim ——— =
X—+00 x—+o00 x+1
- . . . In(x+1)
Par limite de la somme et du produit: lim f(x)= lim 1+44x ———=1+4x0=1.
X—+00 X—+00 x+1

f aune limite finie égale a 1, quand x tend vers +oo.
Par définition, la droite d’équation y =1 est asymptote ala courbe représentative de la fonc-
tion f au voisinage de +oo.

2. Résolvons: 1-In(x+1)>0 < 1>In(x+1)

< e >x+1 carlafonction exp est strictement croissante sur R
— e-1>x
Sur ] —1;+o0l, 'ensemble des solutions de 'équation est]—1; e —1[.
3. On a les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, I'une calculée a la question 1.,
l'autre admise.
D’apres la question 3. a. de la partie A, on a, pour tout x réel strictement supérieura 1 :
4(1-In(x+1)) 4

/ — = —
FO=——"r —(x+1)2><(1 In(x+1)).

4
——>0
(x+1)2
Pour tout x strictement supérieur a 1, le signe du nombre dérivé f'(x) est donc donné par le signe
del'expression 1-In(x+1).

Or: Vxe]—-1;+o0],

On a établi ce signe a la question précédente.
Le changement de variations de f interviendra donc pour x = e—1.
4In(e—-1+1) 4In(e) 4 21
=1+ =1+—=1+4e .
e—-1+1 e e
On a donc le tableau de variation complet de la fonction f :

fle-1)=1+

X -1 e—1 +00
signe de f'(x) + 0 -
1+4e”
variations de f /
—00 1

4, e estinférieur a 3, donc e —1 estinférieura 2 (ona:e—1=1,72).

Sur l'intervalle [2; +ool, f est continue (car dérivable) et strictement décroissante.
4In(3)

De plus 1,5 est une valeur intermédiaire entre  f(2) =1+ ~2,46 et xlir+n flx)=1.
—+00
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D’apres le corollaire au théoreme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement
monotones (dit aussi théoréme de la bijection), 'équation f(x) =1,5 admet une unique solu-
tion dans 'intervalle [2; +oo].

A la calculatrice, on obtient 25,1 comme valeur approchée arrondie a 107! de cette solution.

5. a.

Métropole

Posons u définie sur ] —1;+oco[ par: u:x— In(x+1).

, 1
Ona: u:x———.
x+1
. In(x+1) 1 ,
On reconnait donc, pour tout x dans [0;2] : ——— =In(x+1) x =u(x) x u'(x).
x+1 x+1
2] 1 1 2
Onendéduit:f de: —(ln(x+1))2]
0 x+1 2 0
1 2 1 2
=|{=(In2+1)"|-{=(In(0+1D)
2 2
1 2 1 2
=—(In3)"—==(In1
3 (n3)2 =~ (1n1)

= %(ln3)2 car In(1) =0

Comme la fonction f est une fonction continue et positive sur [0; 2], I'aire, en unité d’aire,
du domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe représentative de la fonction f, 'axe

2
des ordonnées et la droite d’équation x =2 corresponda: «f = f fx)dx.
0

2 2
dzf f(x)dxzf (1+m dx
0 0

x+1

2 ZIn(x+1) T
= f 1dx+4 f ———dx parlinéarité de I'intégrale
0 o Xx+1

1
=2+4x% > (In 3)2 d’apres la question précédente

=2+2(In3)°

En unité d’aire, 'aire demandée est donc 2 +2(In 3)2
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