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EXERCICE 1 4 points

1. On a : ⃗⃗⃗⃗AB ⎛⎜
⎝

𝑥B−𝑥A
𝑦B−𝑦A
𝑧B−𝑧A

⎞⎟
⎠

soit ⃗⃗⃗⃗AB ⎛⎜
⎝

2−1
1−0
−1−3

⎞⎟
⎠

et donc, finalement : ⃗⃗⃗⃗AB ⎛⎜
⎝

1
1
−4

⎞⎟
⎠
.

De même : ⃗⃗⃗⃗AC ⎛⎜
⎝

𝑥C−𝑥A
𝑦C−𝑦A
𝑧C−𝑧A

⎞⎟
⎠

soit ⃗⃗⃗⃗AC ⎛⎜
⎝

1−1
1−0
1−3

⎞⎟
⎠

et donc, finalement : ⃗⃗⃗⃗AC ⎛⎜
⎝

0
1
−2

⎞⎟
⎠
.

Ces coordonnées ne sont pas proportionnelles, donc les vecteurs ne sont pas colinéaires et les
points A, B et C ne sont pas alignés.
Ils définissent donc un plan de l’espace.

2. Comme le repère est orthonormé, on va utiliser la formule analytique pour calculer les produits
scalaires :

• ⃗⃗𝑛 ⋅ ⃗⃗⃗⃗AB = 4×1+4×1+2×(−4) = 4+4−8 = 0. ⃗⃗𝑛 et ⃗⃗⃗⃗AB sont orthogonaux;
• ⃗⃗𝑛 ⋅ ⃗⃗⃗⃗AC = 4×0+4×1+2×(−2) = 0+4−4 = 0 ⃗⃗𝑛 et ⃗⃗⃗⃗AB sont orthogonaux.

⃗⃗𝑛 est donc orthogonal à deux vecteurs non colinéaires qui forment une base du plan (ABC), donc
il est normal au plan (ABC).

3. Par propriété, on en déduit qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme
4×𝑥+4×𝑦+2×𝑧+𝑑 = 0 avec 𝑑 ∈ ℝ.
A étant un point du plan (ABC), ses coordonnées doivent vérifier l’équation du plan.
A ∈ (ABC) ⟺ 4×1+4×0+2×3+𝑑 = 0

⟺ 4+0+6+𝑑 = 0
⟺ 𝑑=−10

Une équation cartésienne du plan est donc bien 4𝑥+4𝑦+2𝑧−10 = 0.
En divisant cette équation par 2 (qui est non nul), on obtient une équation équivalente, donc une
équation du plan (ABC) : 2𝑥+2𝑦+𝑧−5 = 0.

4. Vérifions que le point H appartient au plan (ABC).
2×𝑥H+2×𝑦H+𝑧H−5 = 2×0+2×2+1−5 = 0+4+1−5 = 0
Donc le point H appartient bien au plan (ABC).

5. On a : ⃗⃗⃗⃗AB ⎛⎜
⎝

1
1
−4

⎞⎟
⎠
.

Et : ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH ⎛⎜
⎝

𝑥H−𝑥A
𝑦H−𝑦A
𝑧H−𝑧A

⎞⎟
⎠

soit ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH ⎛⎜
⎝

0−1
2−0
1−3

⎞⎟
⎠

et donc, finalement : ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH ⎛⎜
⎝

−1
2
−2

⎞⎟
⎠
.

Comme le repère est orthonormé, le produit scalaire peut se calculer avec la formule analytique :
⃗⃗⃗⃗AB ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH = 1×(−1)+1×2−4×(−2) = −1+2+8 = 9.
Comme on est dans un repère orthonormé :
AB=√𝑥⃗⃗⃗⃗AB

2+𝑦⃗⃗⃗⃗AB
2+𝑧⃗⃗⃗⃗AB

2 =√12+12+(−4)2 =√1+1+16 =√18 = 3√2.

et de même : AH=√(−1)2+22+(−2)2 =√1+4+4 =√9= 3.
L’expression trigonométrique du produit scalaire donne :
⃗⃗⃗⃗AB ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH = AB×AH×cos (B̂AH)
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donc, avec les valeurs connues : ⃗⃗⃗⃗AB ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH = 3√2×3×cos (B̂AH)

= 9√2cos (B̂AH)
On a donc deux expressions dumême produit scalaire, ce qui donne :

9 = 9√2cos (B̂AH) ⟺ cos (B̂AH) =
1
√2

=
√2
2

D’où : B̂AH= 45∘.
6. La droite (𝑑) orthogonale au plan (ABC) donc tout vecteur normal au plan (ABC) est un vecteur

directeur de la droite (𝑑).
(𝑑) admet donc le vecteur ⃗⃗𝑛 comme vecteur directeur et passe par le point H.
Une représentation paramétrique de la droite (𝑑) est donc :

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝑥 = 0+4×𝑡
𝑦 = 2+4×𝑡
𝑧 = 1+2×𝑡

avec 𝑡 ∈ ℝ

7. Soit S un point de la droite (𝑑).
Le point H appartient à la fois au plan (ABC) et à la droite (𝑑) qui est orthogonale au plan (ABC)
donc H est le projeté orthogonal du point S sur le plan (ABC).
La distance entre le point S et le plan (ABC) est donc égale à la distance SH.

S est un point de la droite (𝑑) donc il existe un réel 𝑡 tel que
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝑥S = 4𝑡
𝑦S = 2+4𝑡
𝑧S = 1+2𝑡

.

On a :
SH=√(𝑥H−𝑥S)2+(𝑦H−𝑦S)2+(𝑧H−𝑧S)2

=√(0−4𝑡)2+(2−2−4𝑡)2+(1−1−2𝑡)2

=√16𝑡2+16𝑡2+4𝑡2

=√36𝑡2

= 6|𝑡| car une distance est positive

.

De plus, la distance entre le point S et le plan (ABC) doit être égale à 6, on a donc :
6|𝑡| = 6 ⟺ |𝑡| = 1

⟺ 𝑡 =−1 ou 𝑡 = 1
Enfin, l’abscisse 𝑥S doit être positive, on doit donc avoir 4𝑡 ≥ 0 soit 𝑡 ≥ 0.
On a donc : 𝑡 = 1 et les coordonnés de S sont : (4 ; 6 ; 3).

EXERCICE 2 4 points

Partie A
1. L’arbre de probabilité représentant la situation est :
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𝐽
𝑅

𝑅

𝑀
𝑅

𝑅

𝑆
𝑅

𝑅

0,21

0,7
0,3

0,46
0,46
0,54

0,33

0,15
0,85

2. 𝑃(𝑀 ∩𝑅) = 𝑃(𝑀)×𝑃𝑀 (𝑅) = 0,46×0,46 = 0,2116.
La probabilité que la personne interrogée ait entre 30 et 59 ans et ait déjà publié sur ce réseau social
est égale à 0,2116 (valeur exacte).

3. a. Calculons la probabilité qu’une personne ait déjà publié sur ce réseau social, c’est à dire calcu-
lons 𝑃(𝑅).
Les événements 𝐽 ,𝑀 et 𝑆 forment unepartitionde l’univers, donc, d’après la loi des probabilités
totales on a :
𝑃(𝑅) = 𝑃(𝐽 ∩𝑅)+𝑃(𝑀 ∩𝑅)+𝑃(𝑆 ∩𝑅)

= 𝑃(𝐽)×𝑃𝐽 (𝑅)+𝑃(𝑀)×𝑃𝑀 (𝑅)+𝑃(𝑆)×𝑃𝑆(𝑅)
= 0,21×0,7+0,46×0,46+0,33×0,15
= 0,4081

La probabilité que la personne ait déjà publié sur ce réseau social est égale à 0,4081 (valeur
exacte).

b. Déterminons la probabilité qu’une personne ait au moins 60 ans sachant qu’elle a déjà publié
sur ce réseau social, c’est à dire calculons 𝑃𝑅(𝑆)

𝑃𝑅(𝑆) =
𝑃(𝑅∩𝑆)
𝑃(𝑅)

=
0,33×0,15
0,4081

≈ 0,12129

La probabilité qu’une personne ait au moins 60 ans sachant qu’elle a déjà publié sur ce réseau
social est égale à 0,121 arrondi au millième.

Partie B
1. Onadmet que la variable aléatoire𝑋 suit une loi binomiale, ses paramètres sont𝑛 = 100 et𝑝 = 0,41.

Remarque : ici, on a une rédaction plus légère, car l’énoncé demande d’admettre que𝑋 suit une loi
binomiale. Sinon, il faudrait les trois arguments classiques :

• On a une épreuve à deux issues, succès de probabilité 𝑝 = 0,41 et échec;
• cette épreuve est répétée 𝑛 = 100 fois, de façon identique et indépendante (car la constitution

de l’échantillon est assimilé à un tirage au sort avec remise) ;
• 𝑋 est la variable aléatoire qui compte le nombre de succès sur ces 𝑛 répétitions.

2. À l’aide de la calculatrice : 𝑃(𝑋 ≥ 50) ≈ 0,04279
La probabilité qu’au moins la moitié des 100 personnes interrogées ait déjà publié sur ce réseau
social est égale à 0,043 au millième près.

3. 𝐸(𝑋) = 𝑛×𝑝 = 100×0,41 = 41
L’espérance de la variable aléatoire 𝑋 est égale à 41.
Si on répète l’expérience un très grandnombre de fois, enmoyenne 41 personnes sur les 100 auront
déjà publié sur ce réseau social.
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Partie C

La variable aléatoire 𝑌 est définie par : 𝑌 =
𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋150

150
est la variable aléatoire moyenne d’un

échantillon de taille 150 de la variable aléatoire 𝑋 on a donc :
𝐸 (𝑌) = 𝐸(𝑋) = 41
et𝑉(𝑌) =

1
150

𝑉(𝑋)

=
100×0,41×(1−0,41)

150
car 𝑋 suit une loi binomiale de paramètres 100 et 0,41

=
24,19
150

On a : 𝑃(37 < 𝑌 < 45) = 𝑃(−4 < 𝑌 −41 < 4) = 1−𝑃(|𝑌 −41| ≥ 4)
Or, d’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

∀𝑡 ∈ ℝ∗+, 𝑃(|𝑌 −𝐸(𝑌)| ≥ 𝑡) ≤
𝑉(𝑌)
𝑡2

.

Avec 𝑡 = 4 on a : 𝑃(|𝑌 −41| ≥ 4) ≤
24,19
150×42

soit 𝑃(|𝑌 −41| ≥ 4) ≤
803
80000

On a donc : 1−𝑃(|𝑌 −41| ≥ 4) ≥ 1−
803
80000

D’où : 𝑃(37 < 𝑌 < 45) ≥ 0,98996
La probabilité que la variable aléatoire 𝑌 soit strictement comprise entre 37 et 45 est donc strictement
supérieure à 98 %.

EXERCICE 3 6 points

Partie A
On note 𝑓 la fonction définie sur l’intervalle [2 ;+∞[ par

𝑓(𝑥) = ln (3𝑥2+2𝑥) .

On admet que la fonction 𝑓 est dérivable sur l’intervalle [2 ;+∞[ et on note 𝑓′ sa fonction dérivée.

1. Déterminons la dérivée de la fonction 𝑓.
𝑓 est de la forme ln(𝑢) avec 𝑢(𝑥) = 3𝑥2+2𝑥, on a donc 𝑢′(𝑥) = 3×2𝑥+2 = 6𝑥+2.

La dérivée de ln(𝑢) est
𝑢′

𝑢
donc pour tout réel 𝑥 de l’intervalle [2 ;+∞[, 𝑓′(𝑥) =

6𝑥+2
3𝑥2+2𝑥

.

∀𝑥 ∈ [2 ;+∞[, 6𝑥+2 > 0 et 3𝑥2+2𝑥 > 0 donc 𝑓′(𝑥) > 0.
La fonction 𝑓 est donc strictement croissante sur l’intervalle [2 ;+∞[.

2. a. Sur l’intervalle [2 ;+∞[, la fonction 𝑔 est continue (car dérivable) et strictement décroissante.
De plus, 𝑔(2) = ln(3×22+2×2)−2 = ln(16)−2 > 0
et lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) = −∞< 0.

D’après le théorème de la bijection, l’équation 𝑔(𝑥) = 0 admet une unique solution 𝛼 sur l’in-
tervalle [2 ;+∞[.
Remarque : 𝑔(𝛼) = 0 ⟹ 𝑓(𝛼)−𝛼 = 0 ⟹ 𝑓(𝛼) = 𝛼.

b. À l’aide de la calculatrice, on trouve 𝛼 ≈ 4,05.
c. La fonction 𝑔 étant strictement décroissante sur [2 ;+∞[ et s’annulant en 𝛼, on a le tableau de

signes suivant :
𝑥

signe de 𝑔(𝑥)

2 𝛼 +∞

+ 0 −
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Partie B
1. Pour tout entier naturel non nul 𝑛, posons 𝑃𝑛 l’affirmation : « 2 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽𝛼 ».

Démontrons par récurrence que les affirmations 𝑃𝑛 sont toutes vraies.

• Initialisation : Par hypothèse 2 ⩽ 𝑎0 ⩽𝛼
Donc que l’affirmation 𝑃0 est vraie.

• Hérédité : Soit 𝑛 un entier naturel non nul. On suppose que l’affirmation 𝑃𝑛 est vraie, c’est à
dire 2 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽𝛼 »., montrons que l’affirmation 𝑃𝑛+1 est vraie, c’est à dire 2 ⩽ 𝑎𝑛+1 ⩽𝛼 ».
𝑃𝑛 est vraie ⟹ 2⩽𝑎𝑛 ⩽𝛼

⟹ 𝑓(2) ⩽ 𝑓 (𝑎𝑛) ⩽ 𝑓(𝛼) car la fonction 𝑓 est strictement croissante sur l’intervalle [2 ;+∞[
⟹ ln(16) ⩽ 𝑎𝑛+1 ⩽𝛼 car 𝑓(𝛼) = 𝛼 et par définition de la suite (𝑎𝑛)
⟹ 2⩽ 𝑎𝑛+1 ⩽𝛼 car ln(16) ≈ 2,77
⟹ 𝑃𝑛+1 est vraie.

• Conclusion : On a montré que l’affirmation 𝑃0 est vraie, et que pour un 𝑛 entier naturel non
nul, si 𝑃𝑛 est vraie, alors 𝑃𝑛+1 est vraie.
En vertu du principe de récurrence, on en déduit que, pour tout entier naturel non nul 𝑛, l’af-
firmation est vraie, et donc pour tout entier naturel 𝑛, on a 2 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽𝛼.

2. Soit 𝑛 un entier naturel quelconque :
𝑎𝑛+1−𝑎𝑛 = 𝑓(𝑎𝑛)−𝑎𝑛 = 𝑔 (𝑎𝑛).
Or, d’après la question précédente 𝑎𝑛 ∈ [2 ;𝛼] et on a démontré dans la partie A, que la fonction 𝑔
est positive sur cet intervalle,
donc 𝑎𝑛+1−𝑎𝑛 ⩾ 0
donc la suite (𝑎𝑛) est croissante.

3. Onamontré que la suite (𝑎𝑛) estminoréepar 2 et qu’elle est décroissante, elle est donc convergente
vers une limite ℓ telle que 2 ⩽ ℓ ⩽ 𝛼.

4. La suite (𝑎𝑛) est définie par une relation de récurrence 𝑎𝑛+1 = 𝑓(𝑎𝑛) avec 𝑓 une fonction continue.
De plus, la suite (𝑎𝑛) est convergente vers une limite ℓ.
D’après le théorèmedupoint fixe, la limiteℓ est donc solution de l’équation𝑓(𝑥) = 𝑥 soit de l’équa-
tion 𝑔(𝑥) = 0.
D’après la partie A, cette équation admet une unique solution 𝛼 donc ℓ = 𝛼.

Partie C
1. Dans la partie B, on a montré que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑎𝑛 <𝛼.

On sait que la suite (𝑏𝑛) est strictement décroissante et qu’elle converge vers 𝛼 donc pour tout
entier naturel 𝑛, 𝛼 ⩽ 𝑏𝑛
Donc pour tout entier naturel 𝑛, on a 𝑎𝑛 ⩽𝛼 ⩽ 𝑏𝑛 d’où 𝑎𝑛 ⩽ 𝑏𝑛.

2. a. L’instruction algo(2) renvoie : (9,4.04) arrondi au millième
b. Cette algorithme calcule les termes successifs des suites (𝑎𝑛) et (𝑏𝑛) jusqu’à ce que

𝑏𝑛 −𝑎𝑛 ⩽ 10−𝑝. Il renvoie donc le 1er rang 𝑖 pour lequel 𝑏𝑛 −𝑎𝑛 ⩽ 10−𝑝 ainsi que le terme 𝑎𝑖
Le premier rang pour lequel on aura 𝑎𝑛 −𝑏𝑛 ⩽ 10−2 est donc 9 et 𝑎9 ≈ 4,04.

EXERCICE 4 6 points

Partie A
𝒞1 est la courbe représentative de 𝑓 ;
𝒞2 est la courbe représentative de 𝑓″ ;
𝒞3 est la courbe représentative de 𝑓′ .
Justification : (non demandées)
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Le signe de 𝑓″ donne les variations de la fonction 𝑓′ et la convexité de la fonction 𝑓.
Le signe de 𝑓′ donne les variations de la fonction 𝑓.
On remarque que :
• le sens de variation de la fonction représentée par la courbe𝒞3 correspond au signe de la fonction

représentée par la courbe𝒞2 ;
• le signe de la fonction représentée par la courbe𝒞2 correspond à la convexité de la fonction repré-

sentée par la courbe𝒞1 ;
• le sens de variation de la fonction représentée par la courbe𝒞1 correspond au signe de la fonction

représentée par la courbe𝒞3.
d’où la réponse.

Partie B
1. La fonction 𝑔 est dérivable sur ℝ comme produit de fonctions dérivables sur ℝ.

𝑔 est de la forme 𝑢×𝑣 avec {
𝑢(𝑥) = 𝑥2−3𝑥
𝑣(𝑥) = e−𝑥

. On a : {
𝑢′(𝑥) = 2𝑥−3
𝑣′(𝑥) = −e−𝑥

.

𝑔′ =𝑢′𝑣+𝑣′𝑢
donc, pour tout réel 𝑥, 𝑔′(𝑥) = (2𝑥−3)e−𝑥 −(𝑥2−3𝑥)e−𝑥

= e−𝑥 (2𝑥−3−𝑥2+3𝑥)
= (−𝑥2+5𝑥−3) e−𝑥

.

On a donc, pour tout réel 𝑥 : 𝑔′(𝑥)+𝑔(𝑥) = (−𝑥2+5𝑥−3) e−𝑥 +(𝑥2−3𝑥) e−𝑥

= (−𝑥2+5𝑥−3+𝑥2−3𝑥) e−𝑥

= (2𝑥−3) e−𝑥

Donc 𝑔 est une solution particulière de l’équation différentielle (𝐸).
2. 𝑦′+𝑦= 0 ⟺ 𝑦′ =−𝑦

Cette équation est de la forme 𝑦′ = 𝑎𝑦 dont les solutions sont les fonctions 𝑥↦𝐶 e𝑎𝑥 avec 𝐶 ∈ ℝ.
Les solutions de l’équation différentielle 𝑦′+𝑦= 0 sont donc les fonctions de la forme 𝑥↦𝐶 e−𝑥
avec 𝐶 ∈ ℝ.

3. Les solutions de l’équation différentielle (𝐸) sont la somme d’une solution particulière de l’équa-
tion et des solutions de l’équation homogène associée.
Le solutionsde l’équationdifférentielle (𝐸) sontdonc les fonctionsde la forme𝑥↦𝐶 e−𝑥+(𝑥2−3𝑥) e−𝑥
avec 𝐶 ∈ ℝ.

4. 𝑓 est solution de l’équation différentielle (𝐸)donc il existe un réel𝐶 tel que, pour tout réel𝑥, 𝑓(𝑥) =
𝐶 e−𝑥 +(𝑥2−3𝑥) e−𝑥

Or 𝑓(0) = 2 donc 𝐶 e−0+(02−3×0) e−0 = 2 ⟺ 𝐶+0= 2
⟺ 𝐶 = 2

Donc, pour tout réel 𝑥, 𝑓(𝑥) = 2e−𝑥 +(𝑥2−3𝑥) e−𝑥 = (𝑥2−3𝑥+2) e−𝑥

Partie C
1. Une exponentielle est strictement positive donc 𝑓(𝑥) est du signe de 𝑥2−3𝑥+2.

Or 𝑥2−3𝑥+2 = (𝑥−2)(𝑥−1) donc les racines sont 1 et 2.
Unpolynômedu seconddegré est du signe du coefficient dominant ( 1 > 0 ici) sauf entre les racines
donc :

𝑥

signe de 𝑓(𝑥)

−∞ 1 2 +∞

+ 0 − 0 +

2. a. lim
𝑥→−∞

e−𝑥 =+∞ et lim
𝑥→−∞

(𝑥2−3𝑥+2) = +∞
donc, par produit, lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = +∞
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b. Pour tout réel 𝑥, 𝑓(𝑥) = e−𝑥 (𝑥2−3𝑥+2) =
𝑥2

e𝑥
(1−

3
𝑥
+

2
𝑥2
)

D’une part, par croissances comparées lim
𝑥→+∞

e𝑥

𝑥2
=+∞ donc, par inverse, lim

𝑥→+∞

𝑥2

e𝑥
= 0

D’autre part,
⎧⎪
⎨⎪
⎩

lim
𝑥→+∞

3
𝑥
= 0

lim
𝑥→+∞

2
𝑥2

= 0
donc par somme, lim

𝑥→+∞
(1−

3
𝑥
+

2
𝑥2
) = 1

Donc, par produit, lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0.

3. a. 𝐼 =∫
1

0
e−𝑥 (𝑥2−3𝑥+2) d𝑥

𝑥⟼ e−𝑥 (𝑥2−3𝑥+2) est de la forme 𝑢1𝑣′1 avec {
𝑢1(𝑥) = 𝑥2−3𝑥+2
𝑣′1(𝑥) = e−𝑥

Ce qui implique : {
𝑢′1(𝑥) = 2𝑥−3
𝑣1(𝑥) = −e−𝑥

Les fonctions 𝑢1 et 𝑣1 sont continues et dérivables sur ℝ et les fonctions 𝑢′1 et 𝑣′1 sont continues
sur ℝ, donc, d’après la formule d’intégration par parties :

∫
𝑏

𝑎
𝑢1(𝑥)𝑣′1(𝑥) d𝑥 = [𝑢1(𝑥)𝑣1(𝑥)]

𝑏

𝑎
−∫

𝑏

𝑎
𝑢′1(𝑥)𝑣1(𝑥)d𝑥

d’où 𝐼 = [− e−𝑥 (𝑥2−3𝑥+2)]
1

0
−∫

1

0
−e−𝑥(2𝑥−3) d𝑥

=−e−1 (12−3×1+2)+ e−0 (02−3×0+2)+∫
1

0
(2𝑥−3)e−𝑥 d𝑥

=−
1
e
×0+2+∫

1

0
(2𝑥−3)e−𝑥 d𝑥

= 2+∫
1

0
(2𝑥−3)e−𝑥 d𝑥

Soit 𝐽 =∫
1

0
(2𝑥−3)e−𝑥 d𝑥

𝑥⟼ e−𝑥 (2𝑥−3) est de la forme 𝑢2𝑣′2 avec {
𝑢2(𝑥) = 2𝑥−3
𝑣′2(𝑥) = e−𝑥

Ce qui implique : {
𝑢′2(𝑥) = 2
𝑣2(𝑥) = −e−𝑥

Les fonctions 𝑢2 et 𝑣2 sont continues et dérivables sur ℝ et les fonctions 𝑢′2 et 𝑣′2 sont continues
sur ℝ, donc, d’après la formule d’intégration par parties :

∫
𝑏

𝑎
𝑢2(𝑥)𝑣′2(𝑥) d𝑥 = [𝑢2(𝑥)𝑣2(𝑥)]

𝑏

𝑎
−∫

𝑏

𝑎
𝑢′2(𝑥)𝑣2(𝑥)d𝑥

d’où 𝐽 = [− e−𝑥 (2𝑥−3)]
1

0
−∫

1

0
−e−𝑥 ×2 d𝑥

=−e−1 (2×1−3)+ e−0 (2×0−3)−2[e−𝑥]
1

0

=−
1
e
×(−1)−3−2e−1+2e 0

=
1
e
−3−2

1
e
+2

=−1−
1
e

D’où 𝐼 = 2+𝐽 = 2−1−
1
e
= 1−

1
e
.

b. D’après la question Partie C 1. , sur l’intervalle [0 ; 1] , 𝑓(𝑥) ⩾ 0 .
donc 𝐼 est égale à l’aire, en unité d’aire, de la surface délimitée par :
• la courbe𝒞𝑓 ;
• l’axe des abscisses ;
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• les droites d’équations 𝑥 = 0 et 𝑥 = 1.

Partie D
1. L’équation réduite de la tangente à la courbe𝒞𝑓 au point d’abscisse 𝑎 a pour équation :

𝑦 = 𝑓′(𝑎)(𝑥−𝑎)+𝑓(𝑎) soit 𝑦 = 𝑓′(𝑎)𝑥−𝑎𝑓′(𝑎)+𝑓(𝑎).
L’ordonnée à l’origine est donc égale à 𝑓(𝑎)−𝑎𝑓′(𝑎).
𝑓 est solution de l’équation différentielle (E) donc, pour tout réel 𝑥, 𝑓′(𝑥)+𝑓(𝑥) = (2𝑥−3)e−𝑥 soit
𝑓′(𝑥) = (2𝑥−3)e−𝑥 −𝑓(𝑥).
On a donc : 𝑓′(𝑥) = (2𝑥−3)e−𝑥 −(𝑥2−3𝑥+2) e−𝑥 = (−𝑥2+5𝑥−5) e−𝑥

Remarque : on peut utiliser la formule usuel de la dérivée d’un produit pour déterminer la dérivée
de la fonction 𝑓.
D’où 𝑓(𝑎)−𝑎𝑓′(𝑎) = e−𝑎 (𝑎2−3𝑎+2)−𝑎 (−𝑎2+5𝑎−5) e−𝑎

= (𝑎2−3𝑎+2+𝑎3−5𝑎2+5𝑎) e−𝑎

= (𝑎3−4𝑎2+2𝑎+2) e−𝑎

Le point d’intersection de la tangente (𝑇𝑎) et de l’axe des ordonnées a donc bien pour ordonnée
(𝑎3−4𝑎2+2𝑎+2) e−𝑎 .

2. Une tangentes à la courbe𝒞𝑓 passe par l’origine du repère si et seulement si l’ordonnée à l’origine
de la tangente est nul, c’est à dire si et seulement si (𝑎3−4𝑎2+2𝑎+2) e−𝑎 = 0.
On cherche donc à déterminer le nombre de solutions de l’équation (𝑥3−4𝑥2+2𝑥+2) e−𝑥 = 0.
Pour tout réel 𝑥, e−𝑥 > 0 donc (𝑥3−4𝑥2+2𝑥+2) e−𝑥 = 0 ⟺ 𝑥3−4𝑥2+2𝑥+2 = 0.

Soit ℎ la fonction définie sur ℝ par ℎ(𝑥) = 𝑥3−4𝑥2+2𝑥+2.
Étudions la fonction ℎ pour déterminer ses racines.

Pour tout réel 𝑥, ℎ(𝑥) = 𝑥3 (1−
4
𝑥
+

2
𝑥2

+
2
𝑥3
)

⎧⎪
⎨⎪
⎩

lim
𝑥→−∞

𝑥3 =−∞

lim
𝑥→−∞

1−
4
𝑥
+

2
𝑥2

+
2
𝑥3

= 1
donc, par produit, lim

𝑥→−∞
ℎ(𝑥) = −∞

⎧⎪
⎨⎪
⎩

lim
𝑥→+∞

𝑥3 =+∞

lim
𝑥→+∞

1−
4
𝑥
+

2
𝑥2

+
2
𝑥3

= 1
donc, par produit, lim

𝑥→+∞
ℎ(𝑥) = +∞

ℎ est dérivable sur ℝ et pour tout réel 𝑥 on a : ℎ′(𝑥) = 3𝑥2−8𝑥+2.
ℎ est une fonction polynôme du second degré.
Son discriminant est égal à :
Δ= (−8)2−4×3×2 = 40 > 0
ℎ′(𝑥) admet donc deux racines :

𝑥1 =
8−√40
2×3

=
4−√10

3
et 𝑥2 =

8+√40
2×3

=
4+√10

3
On en déduit le tableau de variations suivant pour la fonction ℎ :

𝑥

signe de ℎ′(𝑥)

variations de ℎ

−∞ 𝑥1 𝑥2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

ℎ(𝑥1)ℎ(𝑥1)

ℎ(𝑥2)ℎ(𝑥2)

+∞+∞

À l’aide de la calculatrice :

ℎ(𝑥1) =
20√10−2

27
> 0 et ℎ(𝑥2) =

−20√10−2
27

< 0.
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Sur l’intervalle ]−∞;𝑥1] :
La fonction ℎ est continue (car dérivable) sur ] −∞ ; 𝑥1] , sur cet intervalle, elle est strictement
croissante.
De plus, lim

𝑥→−∞
=−∞< 0 et 𝑓(𝑥1) > 0.

Donc, d’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires, l’équation ℎ(𝑥) = 0 admet une
unique solution dans l’intervalle ]−∞;𝑥1[.

De même, l’équation ℎ(𝑥) = 0 admet une unique solution dans l’intervalle ]𝑥1 ; 𝑥2[ et une unique
solution dans l’intervalle ]𝑥2 ;+∞[.
L’équationℎ(𝑥) = 0 admet donc exactement 3 solutions surℝ et il existe trois tangentes à la courbe
𝒞𝑓 passant par l’origine du repère.
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