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EXERCICE 1 4 points
_ [*B—Xa . 2-1 .
1. Ona: AB|Yg—Ya soit AB| 1-0 et dong, finalement: AB| 1
Zp—Zp -1-3 -4
_ [*c—*a _ (-1 .
Deméme: AC|Yc—Ya soit AC|1-0 etdong, finalement: AC| 1
Zc—2p 1-3 -2

Ces coordonnées ne sont pas proportionnelles, donc les vecteurs ne sont pas colinéaires et les
points A, B et C ne sont pas alignés.

Ils définissent donc un plan de I'espace.

. Comme le repére est orthonormé, on va utiliser la formule analytique pour calculer les produits
scalaires :

J 7'ﬁ=4x1+4><1+2><(—4)=4+4—8=0. ;etﬁsontorthogonaux;
. W-A_C>=4><O+4><1+2><(—2)=0+4—4=0 Wetﬁsontorthogonaux.

7 est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires qui forment une base du plan (ABC), donc
il est normal au plan (ABC).

. Par propriété, on en déduit qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme
dxx+4xy+2xz+d=0avecdeR.
A étant un point du plan (ABC), ses coordonnées doivent vérifier I'équation du plan.
A€e(ABC) <= 4x1+4x0+2x3+d=0

<= 4+0+6+d=0

— d=-10
Une équation cartésienne du plan est donc bien 4x+4y+2z—-10=0.
En divisant cette équation par 2 (qui est non nul), on obtient une équation équivalente, donc une
équation du plan (ABC): 2x+2y+z-5=0.
. Vérifions que le point H appartient au plan (ABC).
2xXp+2xyg+zy—5=2x0+2x2+1-5=0+4+1-5=0
Donc le point H appartient bien au plan (ABC).

1
. Ona: AB| 1
-4
N xH_xA N 0_]. N _1
Et: AH|yg—-Ya soit AH|2-0 etdong, finalement: AH| 2
Zy— 2 1-3 -2

ggmﬁ le repére est orthonormé, le produit scalaire peut se calculer avec la formule analytique :
AB-AH =1x(—-1)+1x2-4x(-2)=—-1+2+8=09.

Comme on est dans un repére orthonormé :

AB = \/xﬁ2+yﬁ2+zﬁzz VIZ+124 (42 =/1+1+16=/18=3/2.

etdeméme:AH = /(-1)2+ 22+ (-2)2 = \/1+4+4=+/9=3.

Lexpression trigonométrique du produit scalaire donne :

AB - AH = AB x AH x cos(ml)
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donc, avec les valeurs connues: AB - AH = 3v/2 x 3 x cos (m)

=9v/2cos (m)
On a donc deux expressions du méme produit scalaire, ce qui donne :

— p— 1 2
9=9y/2cos (BAH) <= cos(BAH) = — = V2
V2 2
D'otr : BAH = 45°.
6. La droite (d) orthogonale au plan (ABC) donc tout vecteur normal au plan (ABC) est un vecteur
directeur de la droite (d).
(d) admet donc le vecteur 7 comme vecteur directeur et passe par le point H.

Une représentation paramétrique de la droite (d) est donc :

x=0+4xt
y=2+4xt avect €R
z=1+2xt¢t

7. Soit S un point de la droite (d).

Le point H appartient a la fois au plan (ABC) et a la droite (d) qui est orthogonale au plan (ABC)
donc H est le projeté orthogonal du point S sur le plan (ABC).

La distance entre le point S et le plan (ABC) est donc égale a la distance SH.

xS =4t
S est un point de la droite (d) donc il existe un réel ¢ tel que { yg =2 +4¢
ZS =1+2¢

Ona:

SH = \/(XH_xs)z"'(J’H_J’s)z"‘(ZH_Zs)Z
=\/(0-40)2+(2-2-41)2 + (1 -1 -20)?
= V1612 + 1612 + 412
= /3612

= 6|¢| car une distance est positive

De plus, la distance entre le point S et le plan (ABC) doit étre égale 4 6, on a donc:
6]t]=6 < |t| =1

<~ t=-lout=1
Enfin, 'abscisse xg doit étre positive, on doit donc avoir 4¢ = 0 soit ¢ = 0.
Onadonc: t =1 etles coordonnés de S sont: (4;6;3).

EXERCICE 2 4 points

Partie A

1. Larbre de probabilité représentant la situation est :
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07— R
] <0,3
/ ~ R
0,21
R
0,46 M < 0,46
0,54 -
0,33
-
N
T—x

2. P(MNR)=P(M) x Py (R) = 0,46 x 0,46 = 0,2116.
La probabilité que la personne interrogée ait entre 30 et 59 ans et ait déja publié sur ce réseau social
est égale 4 0,2116 (valeur exacte).

3. a. Calculons la probabilité qu'une personne ait déja publié sur ce réseau social, c’est a dire calcu-

lons P(R).
Les événements J, M et S forment une partition de 'univers, donc, d’apres laloi des probabilités
totalesona:
P(R)=P(JNR)+P(MNR)+P(SNR)

=P(J) x P;(R) +P(M) x Py (R) + P(S) x Ps(R)

=0,21x0,7+0,46 x 0,46 + 0,33 x 0,15

=0,4081
La probabilité que la personne ait déja publié sur ce réseau social est égale a 0,4081 (valeur
exacte).
Déterminons la probabilité qu'une personne ait au moins 60 ans sachant qu’elle a déja publié
sur ce réseau social, c’est a dire calculons Py (S)

P(RNS) 0,33x0,15
P(R)  0,4081
La probabilité qu'une personne ait au moins 60 ans sachant qu’elle a déja publié sur ce réseau

social est égale a 0,121 arrondi au milliéme.

PR(S) =

~0,12129

Partie B

1. Onadmet que lavariable aléatoire X suit une loi binomiale, ses parametres sont n = 100 et p = 0,41.

Remarque :ici, on a une rédaction plus légere, car I'’énoncé demande d’admettre que X suit une loi
binomiale. Sinon, il faudrait les trois arguments classiques :

On a une épreuve a deux issues, succes de probabilité p = 0,41 et échec;

cette épreuve est répétée n = 100 fois, de facon identique et indépendante (car la constitution
de I’échantillon est assimilé a un tirage au sort avec remise);

X estlavariable aléatoire qui compte le nombre de succés sur ces n répétitions.

2. Alaide dela calculatrice : P(X = 50) = 0,04279

La probabilité qu’au moins la moitié des 100 personnes interrogées ait déja publié sur ce réseau
social est égale a 0,043 au millieme pres.

3. EX)=nxp=100x0,41 =41
Lespérance de la variable aléatoire X est égale a 41.

Si onrépete I'expérience un trés grand nombre de fois, en moyenne 41 personnes sur les 100 auront
déja publié sur ce réseau social.
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Partie C
X1+ X5+ + X5

150
échantillon de taille 150 de la variable aléatoire X on a donc:

E(Y)=E(X)=41
etV(Y)= LV(X)

La variable aléatoire Y est définie par: Y = est la variable aléatoire moyenne d'un

150

100 x 0,41 x (1-0,41) . L. . N
= 150 car X suit une loi binomiale de parametres 100 et 0,41
_ 24,19
~ 150

Ona:P(37<Y <45)=P(-4<Y —4l<4)= 1—P(|Y—41| 24)
Or, d’'apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Vi eR*™, P(|Y—E(Y)| > t) V)

>
24,19

Avect:40na:P(|Y—41|24)s—
150 x 42

803
80000
Onadonc:l—P(|Y—41| 24) >1-——
D'ol1: P(37 < Y < 45) = 0,98996
La probabilité que la variable aléatoire Y soit strictement comprise entre 37 et 45 est donc strictement
supérieure a 98 %.

soit P(|Y - 41| = 4] <

EXERCICE 3 6 points

Partie A

On note f la fonction définie sur I'intervalle [2; +oo[ par
f(x) =In(3x* +2x).

On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle [2; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.

1. Déterminons la dérivée de la fonction f.
f est de la forme In(u) avec u(x) = 3x* +2x, onadonc u'(x) =3 x 2x +2 = 6x + 2.

u' 6x+2
La dérivée de In(u) est — donc pour tout réel x de 'intervalle [2; +oo], f'(x) = ————.
u 3x2+2x

Vx € [2;+00[, 6x+2>0et3x*+2x>0donc f'(x)>0.
La fonction f est donc strictement croissante sur l'intervalle [2; +oo].
2. a. Surlintervalle [2; +oo], la fonction g est continue (car dérivable) et strictement décroissante.

De plus, g(2) =In(3x 22 +2x2)—-2=1In(16)-2>0
et xlirg()g(x) =-00<0.
D’apres le théoreme de la bijection, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur I'in-
tervalle [2; +o0].
Remarque: g(a)=0 = f(a)-a=0 = f(a)=a.

b. ATlaide de la calculatrice, on trouve a = 4,05.

c. Lafonction g étant strictement décroissante sur [2; +oo et s'annulant en a, on a le tableau de
signes suivant :

X 2 a +00

signe de g(x) + 0 -
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Partie B

1. Pour tout entier naturel non nul n, posons P, l'affirmation: «2<a, <a».
Démontrons par récurrence que les affirmations P,, sont toutes vraies.

¢ Initialisation : Par hypothése2 < g, < a
Donc que l'affirmation P, est vraie.
e Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. On suppose que l'affirmation P, est vraie, c’'est a
dire 2 < a,, < @ »., montrons que 'affirmation P, ,, est vraie, cestadire2 < a,,, < a».
P, estvraie = 2<a,<a
= f(2)<f(a,)<f(a) carlafonction f eststrictement croissante sur 'intervalle [2; +o0o[
= In(16) < a,,; <a car f(a) = «a et par définition de la suite (a,,)
= 2<a,,, sa carln(16)=2,77
= P,,, estvraie.

¢ Conclusion : On a montré que l'affirmation P, est vraie, et que pour un »n entier naturel non
nul, si P, est vraie, alors P, est vraie.

En vertu du principe de récurrence, on en déduit que, pour tout entier naturel non nul r, l'af-
firmation est vraie, et donc pour tout entier naturel n,ona2<a, < a.

2. Soit n un entier naturel quelconque :

Ay —Ap = f(an) —a, = g(an)
Or, d’apres la question précédente a,, € [2; a] et on a démontré dans la partie A, que la fonction g
est positive sur cet intervalle,

donca,,;—a,=0
donc la suite (a,,) est croissante.

3. Onamontré quelasuite (a, ) est minorée par 2 et qu’elle est décroissante, elle est donc convergente
vers une limite ¢ telle que 2 < ¢ < a.

4. Lasuite (a,,) est définie par une relation de récurrence a,,,; = f(a,) avec f une fonction continue.
De plus, la suite (a,,) est convergente vers une limite .
D’aprés le théoreme du point fixe, la limite £ est donc solution de I'équation f(x) = x soit del’équa-
tion g(x) = 0.
D’apres la partie A, cette équation admet une unique solution « donc ¢ = a.

Partie C

1. Dans la partie B, on a montré que pour tout entier naturel 1, a, < a.

On sait que la suite (b,) est strictement décroissante et qu’elle converge vers @ donc pour tout
entier naturel n, a < b,

Donc pour tout entier naturel n,ona a,<a<b,doua, <Db,.
2. a. Linstruction algo(2) renvoie : (9,4.04) arrondi au millieme
b. Cette algorithme calcule les termes successifs des suites (a,,) et (b,,) jusqu’a ce que
b, —a, <107P.1l renvoie donc le 1er rang i pour lequel b, — a,, < 1077 ainsi que le terme q;
Le premier rang pour lequel on aura a,, — b, < 1072 est donc 9 et ag = 4,04.

EXERCICE 4 6 points

Partie A

%, estla courbe représentative de f';
%, est la courbe représentative de f”;
%, est la courbe représentative de f' .
Justification : (non demandées)
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Le signe de f” donne les variations de la fonction f’ et la convexité de la fonction f.
Le signe de f' donne les variations de la fonction f.
On remarque que:

le sens de variation de la fonction représentée par la courbe 65 correspond au signe de la fonction
représentée par la courbe 6, ;

le signe de la fonction représentée par la courbe %6, correspond a la convexité de la fonction repré-
sentée par la courbe € ;

le sens de variation de la fonction représentée par la courbe %6, correspond au signe de la fonction
représentée par la courbe €.

d’ot1 la réponse.

Partie B
1. Lafonction g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R.
2 /
u(x)=x"-3x u(x)=2x-3
g est de la forme u x v avec () _ .Ona: ,( ) _
v(x)=e™* vV(x)=-e™"

g=uv+vu

donc, pour tout réel x, g'(x) = (2x —3)e ™™ — (x* —3x) e *.

= e *(2x -3 -x*+3x)
=(-x*+5x-3)e™™*

On a donc, pour tout réel x : g'(x) + g(x) = (—x* +5x -3) e ™ + (x*—3x) e
=(-x*+5x-3+x*-3x)e”"
=(2x-3)e”*

Donc g est une solution particuliere de I'équation différentielle (E).

2. Y+y=0 = y'=-y
Cette équation est de la forme y’ = ay dont les solutions sont les fonctions x — C e ** avec C € R.
Les solutions de I'équation différentielle  y’+y = 0 sont donc les fonctions de la forme x — Ce™
avec C e R.
3. Les solutions de 'équation différentielle (E) sont la somme d’une solution particuliere de 1'équa-
tion et des solutions de I’équation homogene associée.
Le solutions de'équation différentielle (E) sont doncles fonctions dela forme x — Ce ™ +(x* —3x) e ™*
avec C e R.
4. f estsolution del’équation différentielle (E) donc il existe un réel C tel que, pour toutréel x, f(x) =
Ce™+(x*-3x)e™™
Orf(0)=2doncCe®+(0*-3x0)e =2 < C+0=2
— C=2
Donc, pour tout réel x, f(x) =2e ™ + (x* -3x)e ™ = (x*-3x +2)e "
Partie C
1. Une exponentielle est strictement positive donc f(x) est du signe de x? — 3x + 2.
Or x? —3x +2 = (x —2)(x — 1) donc les racines sont 1 et 2.
Un polynéme du second degré est du signe du coefficient dominant ( 1 > 0ici) sauf entre les racines
donc:
X -0 1 2 +00
signe de f(x) + 0 - 0 +
2. a. lim e =+ooet lim (x2 —3x+2) = +o00
X——00 X——00

dong, par produit, lim f(x)=+oco
X——00
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b.

3. a.

X 3
Pour tout réel x, f(x)=e™* (x —3x+2 —x( -+ —)
e x
x x2
D’une part, par croissances comparees hm —2 +oo dong, par inverse, lun —=0
o X +oo g ¥
. 3
lim —=0 3 2
D’autre part, { *~+° X donc par somme, lim (1 -—+ —2) =1
lim — =0 Xm0 X X
x—+00 x2

Donc, par produit, lim f(x)=0.
X—+00
1
I =f e " (x*-3x+2)dx
0

u;(x)=x*-3x+2

x— e *(x*-3x+2) estdelaforme u,v| avec { .

v(x)=e
uj(x)=2x-3
b(x)=—e*

Les fonctions u, et v, sont continues et dérivables sur R et les fonctions u} et v{ sont continues
sur R, donc, d’apres la formule d’intégration par parties :

[ w ) dx = i @) - [ @modx

doul = [—e‘x(xz—3x+2)];—fl—e"‘(2x—3) dx
0

Ce qui implique : {

1
=—e—1(12—3x1+2)+e-°(02—3xo+2)+f (2x-3)e " dx
0
1 1
:——><0+2+/ (2x-3)e* dx
e 0
1
=2+f (2x-3)e " dx
0

1
Soit]zf (2x—-3)e " dx
0

U,(x)=2x-3
x— e *(2x-3) estdelaforme u,v; avec { ,2( ) x
n(x)=-e
uy(x) =
Ce qui implique : 2(%) _
nx)=—-e™*

Les fonctions u, et v, sont continues et dérivables sur R et les fonctions u5 et 15 sont continues
sur R, donc, d’apres la formule d’'intégration par parties :

b b b
[ w00 dx = [ )]” - [0 de
dou] = [— e_x(2x—3)];—f01—e‘x x 2 dx
=—e‘1(2x1—3)+e‘°(2><0—3)—2[e_x](1)

1
=——x(-1)-3-2e71+2¢°
€

1 1
=—-3-2-+42
e e
1
=—-1-=
e
. 1 1
Doul=2+/=2-1-—=1-——.
e e
D’apres la question Partie C 1., sur I'intervalle [0;1], f(x) =0.

donc I est égale a l'aire, en unité d’aire, de la surface délimitée par :
¢ lacourbe ‘6f ;
e J’axe des abscisses;
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¢ lesdroites d’équations x =0etx =1.

Partie D

1. L'équation réduite de la tangente a la courbe € au point d’abscisse a a pour équation :
¥ =f(a)x -a)+f(a) soity = f'(a)x—af'(a) + f(a).
Lordonnée a l'origine est donc égale a f (a) — af'(a).
f est solution de I’équation différentielle (E) donc, pour tout réel x, f'(x) + f(x) = (2x —3) e ™ soit
f'(x)=(2x-3)e™ - f(x).
Onadonc: f'(x)=(2x-3)e ™ —(x*-3x+2)e ™  =(-x*+5x-5)e™*
Remarque : on peut utiliser la formule usuel de la dérivée d’'un produit pour déterminer la dérivée
de la fonction f.
Dot f(a)-af'(a)=e “(a*-3a+2)-a(-a*+5a-5)e™*
=(a®*-3a+2+a*-5a*+5a)e™”
=(a®-4a*+2a+2)e™"
Le point d’intersection de la tangente (7, ) et de 'axe des ordonnées a donc bien pour ordonnée
(a®-4a*+2a+2)e".
2. Une tangentes a la courbe € passe par l'origine du repére si et seulement si I'ordonnée a l'origine
de la tangente est nul, c'est a dire si et seulement si (a* —4a® +2a +2)e™* = 0.
On cherche donc a déterminer le nombre de solutions de I'équation (x* —4x* +2x +2) e ™ = 0.
Pour tout réel x, e ™ >0 donc (x* —4x* +2x +2)e ¥ =0 < x* —4x* +2x +2=0.

Soit & la fonction définie sur R par h(x) = x® —4x? +2x + 2.
Etudions la fonction & pour déterminer ses racines.

4 2 2
Pour tout réel x, h(x) = x* (1 -+ S+ _3)
X x* X
lim x*=—o0
X——00

) 2 2 dongc, par produit, lim h(x)=-oo
lim 1--+—5+—5=1 x——00
x—-c0 X Xx* X

lim x® =400
e 2 2 donc, par produit, lim h(x) = +oo
lim ]_——+—2+—:]_ xX—+00

X—+00 X X x3

h est dérivable sur R et pour toutréel x ona: h'(x) =3x?-8x +2.
h est une fonction polynéme du second degré.

Son discriminant est égal a :

A=(-8)2-4x3x2=40>0

h'(x) admet donc deux racines :

_8-,/40 4-/10

_8+4/40  4+/10

T 2x3 3 ot 27753 3
On en déduit le tableau de variations suivant pour la fonction 4 :
X —00 X1 X2 +00
signe de h'(x) + 0 - 0 +
h(x;) / +00
variations de h - / \ h(s,)

ATaide de la calculatrice :

204/10-2
h(x1)=T>O et h(x,)=
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Sur I'intervalle | —oo; x; ] :
La fonction & est continue (car dérivable) sur | —oco; x;] , sur cet intervalle, elle est strictement
croissante.

Deplus, lim =-oco<O0et f(x;)>0.
X——00

Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation i (x) = 0 admet une
unique solution dans I'intervalle | — oco; x,[.

De méme, I'équation h(x) = 0 admet une unique solution dans I'intervalle ]x; ; x,[ et une unique
solution dans 'intervalle ]x, ; +oo.

L'équation h(x) = 0 admet donc exactement 3 solutions sur R et il existe trois tangentes a la courbe
¢y passant par l'origine du repeére.
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