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Exercice 1 (6 points)

Partie A
1. L’arbre pondéré représentant la situation est :

𝐴1
𝐴2

𝐴2

𝐴1
𝐴2

𝐴2

0,96
0,94
0,06

0,04 0,35
0,65

2. Les événements 𝐴1 et 𝐴1 forment une partition de l’univers, donc, d’après la loi des probabilités
totales on a :
𝑃(𝐴2) = 𝑃(𝐴1∩𝐴2)+𝑃(𝐴1∩𝐴2)

= 𝑃(𝐴1)×𝑃𝐴1(𝐴2)+𝑃(𝐴1)×𝑃𝐴1(𝐴2)
= 0,96×0,94+0,04×0,35
= 0,9164

On a donc bien : 𝑃 (𝐴2) = 0,9164.

3. 𝑃𝐴2(𝐴1 ) =
𝑃(𝐴1∩𝐴2)
𝑃 (𝐴2)

=
0,04×0,35
0,9164

≈ 0,015277

.

Donc 𝑃𝐴2(𝐴1 ) ≈ 0,0153, arrondi à 10−4.
Dans le contexte de l’exercice, la probabilité que lemessage reçu par le premier relai soit avec erreur
sachant que le message reçu par le deuxième relai était sans erreur est égale à 0,0153.

Partie B
1. a. Pour déterminer la probabilité que 4 tests soient positifs dans cet échantillon, il faut calculer

𝑃(𝑋 = 4).
𝑋 suit une loi binomiale de paramètres 𝑛 = 50 et 𝑝 = 0,04 donc :

𝑃(𝑋 = 4) = (
50
4
)×0,044×(1−0,04)50−4 ≈ 0,090159

La probabilité que 4 tests soient positifs dans cet échantillon est égale à 0,09, arrondi à 10−2.
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b. La probabilité qu’au moins un test soit positif dans cet échantillon est égale à 𝑃(𝑋 ⩾ 1).
À l’aide de la calculatrice on trouve : 𝑃(𝑋 ⩾ 1) ≈ 0,8701.
La probabilité qu’aumoins un test soit positif dans cet échantillon est égale à 0,87, arrondi à 10−2.

c. La variable aléatoire 𝑋 suit une loi binomiale de paramètres 𝑛 = 50 et 𝑝 = 0,04.
Donc :
E(𝑋) = 𝑛×𝑝 = 50×0,04 = 2
V(𝑋) = 𝑛×𝑝×(1−𝑝) = 50×0,04×(1−0,04) = 1,92.
L’espérance de la variable aléatoire 𝑋 est égale à 2 et sa variance est égale à 1,92.

2. a. 𝑀 =
𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋25

25
est la variable aléatoire moyenne de 25 variables aléatoires indépen-

dantes de même loi que 𝑋 on a donc :
E(𝑀) = E(𝑋) = 2

et V(𝑀) =
V(𝑋)
25

=
1,92
25

= 0,0768
On a bien : E(𝑀) = 2 et V(𝑀) = 0,0768.

b. La probabilité que la moyenne des tests positifs soit strictement inférieure à 7 est égale à
𝑃(𝑀 < 7).
On a : 𝑃(𝑀 < 7) = 𝑃(−3 <𝑀 < 7) = 𝑃(−5 <𝑀 −2 < 5) = 1−𝑃(|𝑀 −2| ≥ 5)
Or, d’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

∀𝑡 ∈ ℝ∗+, 𝑃(|𝑀 −𝐸(𝑀)| ≥ 𝑡) ≤
𝑉(𝑀)
𝑡2

.

Avec 𝑡 = 5 on a : 𝑃(|𝑀 −2| ≥ 5) ≤
0,0768
52

soit 𝑃(|𝑀 −2| ≥ 5) ≤ 0,003072

On a donc : 1−𝑃(|𝑀 −2| ≥ 5) ≥ 1−0,003072
D’où : 𝑃(𝑀 < 7) ≥ 0,996928 ≥ 0,99
Laprobabilité que lamoyennedes tests positifs soit strictement inférieure à 7 est donc supérieure
à 0,99.

Partie C
1. Pour tout entier naturel 𝑛 ⩾ 1, posons 𝑃𝑛 l’affirmation : «𝑝𝑛+1 ⩽𝑝𝑛. ».

Démontrons par récurrence que les affirmations 𝑃𝑛 sont toutes vraies.

• Initialisation :
𝑝2 = 0,59𝑝1+0,35 = 0,59×0,96+0,35 = 0,9164.
On a donc 𝑝2 ⩽𝑝1
Donc que l’affirmation 𝑃1 est vraie.

• Hérédité : Soit𝑛 un entier naturel non nul. On suppose que l’affirmation 𝑃𝑛 est vraie, c’est à dire
𝑝𝑛+1 ⩽𝑝𝑛 »., montrons que l’affirmation 𝑃𝑛+1 est vraie, c’est à dire 𝑝𝑛+2 ⩽𝑝𝑛+1 ».
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𝑃𝑛 est vraie ⟹ 𝑝𝑛+1 ⩽𝑝𝑛
⟹ 0,59×𝑝𝑛+1 ⩽ 0,59×𝑝𝑛 car 0,59 > 0
⟹ 0,59×𝑝𝑛+1+0,35 ⩽ 0,59×𝑝𝑛 +0,35
⟹ 𝑝𝑛+2 ⩽𝑝𝑛+1
⟹ 𝑃𝑛+1 est vraie.

• Conclusion :On amontré que l’affirmation 𝑃1 est vraie, et que pour un 𝑛 entier naturel non nul,
si 𝑃𝑛 est vraie, alors 𝑃𝑛+1 est vraie.
En vertu du principe de récurrence, on en déduit que, pour tout entier naturel non nul 𝑛, l’affir-
mation est vraie, et donc pour tout entier naturel 𝑛 ⩾ 1, on a 𝑝𝑛+1 ⩽𝑝𝑛.

2. D’après la question précédente, pour tout entier naturel𝑛 ⩽ 1, on a 𝑝𝑛+1 ⩽𝑝𝑛 donc la suite (𝑝𝑛) est
décroissante.
De plus, 𝑝𝑛 est égal une probabilité donc 𝑝𝑛 ⩾ 0, la suite (𝑝𝑛) est donc minorée par 0.
Donc la suite (𝑝𝑛) est convergente vers une limite ℓ.

3. Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = 0,59𝑥+0,35.
On a donc, pour tout entier naturel non nul 𝑛, 𝑝𝑛+1 = 𝑓(𝑝𝑛).
La suite (𝑝𝑛) est donc définie par une relation de récurrence avec 𝑓 une fonction continue.
De plus, la suite (𝑝𝑛) est convergente vers une limite ℓ.
D’après le théorème du point fixe, la limite ℓ est donc solution de l’équation 𝑓(𝑥) = 𝑥.
𝑓(𝑥) = 𝑥 ⟺ 0,59𝑥+0,35 = 𝑥

⟺ 0,35 = 0,41𝑥

⟺ 𝑥=
0,35
0,41

⟺ 𝑥=
35
41

(𝑝𝑛) est donc convergente vers
35
41
.

Exercice 2 (5 points)

Partie A
1. a. Comme le repère est orthonormé :

• AC=√(
9
4
−0)

2
+(3−0)2+(0−0)2 =√81

16
+9 =√81

16
+
144
16

=√225
16

=
15
4
;

• CB=√(
9
4
−
9
2
)
2
+(3−0)2+(0−0)2 =√(−

9
4
)
2
+9 =√81

16
+
144
16

=√225
16

=
15
4
;

Les longueurs sont égales, donc le triangle est bien isocèle en C.
b. • Dans un triangle isocèle, la hauteur issue du sommet principal est aussi unemédiane (et une

médiatrice).
La hauteur issue de C est donc le segment [CI], où I est le milieu de [AB].

I a donc pour coordonnées : I(
𝑥A+𝑥B

2
;
𝑦A+𝑦B

2
;
𝑧A+𝑧B

2
) soit (

9
4
; 0 ; 0).
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• L’aire d’un triangle est donnée par : 𝒜 =
base×hauteur

2
.

Ici, on choisit comme base le segment [AB] et la hauteur correspondante, [CI].

• La distance AB est : AB=√(
9
2
−0)

2
+(0−0)2+(0−0)2 =

9
2
;

La distance CI est : CI=√(
9
4
−
9
4
)
2
+(3−0)2+(0−0)2 =√9= 3 ;

On a donc : 𝒜ABC =
AB×CI

2
=
1
2
×
9
2
×3 =

27
4
= 6,75.

L’aire du triangle ABC est bien égale à 6,75m2.

2. a. On a : ⃗⃗⃗⃗AB
⎛⎜⎜
⎝

9
2
0
0

⎞⎟⎟
⎠

. et ⃗⃗⃗⃗AC
⎛⎜⎜
⎝

9
4
3
0

⎞⎟⎟
⎠

.

Ces vecteurs ont des coordonnées non proportionnelles, donc ils ne sont pas colinéaires.
Les points A, B et C ne sont pas alignés, donc ils définissent un plan.
De plus 𝑧A = 𝑧B = 𝑧C = 0
donc une équation cartésienne du plan (ABC) est bien : 𝑧 = 0.

b. H est le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC) si et seulement si

{
𝐻 ∈ (ABC)
la droite (HD) est orthogonale au plan (ABC)

.

• 𝑧H = 0 donc𝐻 ∈ (ABC)

• ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗HD ⎛⎜
⎝

𝑥D−𝑥H
𝑦D−𝑦H
𝑧D−𝑧H

⎞⎟
⎠

soit ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗HD
⎛⎜⎜
⎝

3
2
−
3
2

1−1
3−0

⎞⎟⎟
⎠

finalement : ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗HD ⎛⎜
⎝

0
0
3
⎞⎟
⎠
.

Or, une équation cartésienne du plan (ABC) étant 𝑧 = 0, un vecteur normal au plan (ABC) est

⃗⃗𝑚 ⎛⎜
⎝

0
0
1
⎞⎟
⎠

Les vecteurs ⃗⃗𝑚 et ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗HD sont colinéaires, donc la droite (HD) est orthogonale au plan (ABC).

Donc le point H(
3
2
; 1 ; 0) est le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).

3. Avec les questions précédentes, on a calculé l’aire du triangle ABC, qui est l’une des quatre bases
possibles pour le tétraèdre.
Si on choisit ABC comme base de ABCD, alors la hauteur correspondante est la distance séparant
le quatrième sommet (ici D), du plan contenant la base ABC, c’est-à-dire le plan (ABC).
Cette distance est donc la distance séparant D de son projeté orthogonal sur (ABC), c’est-à-dire H,
dont on a déterminé les coordonnées à la question 2 b..
DH=√02+02+32 = 3.

On a donc : 𝒱ABCD =
1
3
×𝒜ABC×DH=

1
3
×6,75×3 = 6,75.

Le volume dumodule est égal à 6,75m3.
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Partie B
1. a. Déterminons les coordonnées des vecteurs :

⃗⃗ ⃗⃗⃗BC ⎛⎜
⎝

𝑥C−𝑥B
𝑦C−𝑦B
𝑧C−𝑧B

⎞⎟
⎠

soit ⃗⃗ ⃗⃗⃗BC
⎛⎜⎜
⎝

9
4
−
9
2

3−0
0−0

⎞⎟⎟
⎠

finalement : ⃗⃗ ⃗⃗⃗BC
⎛⎜⎜
⎝

−
9
4
3
0

⎞⎟⎟
⎠

. De même, ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗BD ⎛⎜
⎝

−3
1
3
⎞⎟
⎠
.

Ces vecteurs ont des coordonnées non proportionnelles, donc ils ne sont pas colinéaires.
Les points B, C et D ne sont pas alignés, donc ils définissent un plan.
On est dans un repère orthonormé, donc on peut utiliser la formule analytique du produit sca-
laire :

• ⃗⃗𝑛 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗⃗BC = 4×
−9
4
+3×3+3×0 = −9+9+0 = 0 ;

• ⃗⃗𝑛 ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗BD = 4×(−3)+3×1+3×3 = −12+3+9 = 0 ;
• ⃗⃗ ⃗⃗⃗BC et ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗BD sont deux vecteurs non colinéaires qui forment une base du plan (BCD).

⃗⃗𝑛 est orthogonal à ces deux vecteurs, donc c’est un vecteur normal du plan (BCD).

b. Si ⃗⃗𝑛 ⎛⎜
⎝

4
3
3
⎞⎟
⎠
est un vecteur normal au plan (BCD), alors, par propriété, une équation du plan (BCD)

peut avoir la forme : 4×𝑥+3×𝑦+3×𝑧+𝑑 = 0, où 𝑑 est un réel.
Comme B est un point de (BCD), on doit avoir : 4𝑥B+3𝑦B+3𝑧B+𝑑 = 0.

4𝑥B+3𝑦b+3𝑧B+𝑑 = 0 ⟺ 4×
9
2
+3×0+3×0+𝑑 = 0

⟺ 18+𝑑 = 0
⟺ 𝑑=−18

Une équation cartésienne de (BCD) est donc bien : 4𝑥+3𝑦+3𝑧−18 = 0.
c. Si la droite Δ est orthogonale au plan (BCD), alors, par définition, elle doit être dirigée par un

vecteur normal au plan (BCD), donc ici, on en déduit que le vecteur ⃗⃗𝑛 ⎛⎜
⎝

4
3
3
⎞⎟
⎠
dirige la droite Δ.

Comme la droiteΔ passe par le point D(
3
2
; 1 ; 3), une représentation paramétrique de la droiteΔ

est donnée par :
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝑥 = 𝑥D+𝑥⃗⃗𝑛 ×𝑡
𝑦 = 𝑦D+𝑦⃗⃗𝑛 ×𝑡
𝑧 = 𝑧D+𝑧⃗⃗𝑛 ×𝑡

avec 𝑡 ∈ ℝ

En remplaçant par les valeurs connues, on a :

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

𝑥 =
3
2
+4𝑡

𝑦 = 1+3𝑡
𝑧 = 3+3𝑡

avec 𝑡 ∈ ℝ

2. Le point L est l’intersection de la droite Δ et du plan (ABC).
Comme c’est un point de la droite Δ, il existe un réel 𝑡0 tel que les coordonnées de ce point sont

(
3
2
+4𝑡0 ; 1+3𝑡0 ; 3+3𝑡0).

C’est aussi un point de (ABC) dont ses coordonnées vérifient l’équation du plan.
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Autrement dit, 𝑡0 est solution de l’équation :
3+3𝑡0 = 0 ⟺ 3𝑡0 =−3

⟺ 𝑡0 =−1

Le point L a donc pour coordonnées : (
3
2
−4 ; 1−3 ; 3−3) soit L(−

5
2
;−2 ; 0).

3. Afinde déterminer l’angle L̂DH, calculons le produit scalaire ⃗⃗ ⃗⃗⃗DL ⋅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗DH dedeuxmanières différentes.

On a ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗DH ⎛⎜
⎝

0
0
−3

⎞⎟
⎠
. et ⃗⃗ ⃗⃗⃗DL ⎛⎜

⎝

−4
−3
−3

⎞⎟
⎠
.

Nous sommes dans un repère orthonormé, nous pouvons utiliser la formule analytique :
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗DH ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗⃗DL = 𝑥DH×𝑥DL+𝑦DH×𝑦DL+𝑧DH×𝑧DL

= 0×(−4)+0×(−3)−3×(−3)
= 9

.

On a aussi : ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗DH ⋅ ⃗⃗ ⃗⃗⃗DL = ‖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗DH‖×‖⃗⃗ ⃗⃗⃗DL‖×cos(L̂DH)

Calculons la longueur DL :DL=√(−4)2+32+32 =√16+9+9 =√34
En remplaçant dans la formule précédente on obtient :
9 = 3×√34×cos(L̂DH)

D’où : cos(L̂DH) =
9

3√34
=
3√34
34

donc L̂DH≈ 59,04 °.
L’angle L̂DH est strictement inférieur à 60 ° donc le module est bien adapté aux débutants.

Exercice 3 (4 points)
1. a. Affirmation 1 est Fausse.

L’équation différentielle (𝐸1) ∶ 𝑦′+2𝑦 = 0 ⟺ 𝑦′ =−2𝑦 est de la forme 𝑦′ = 𝑎𝑦
donc les solutions sont les fonctions de la forme 𝑥↦𝐶 e𝑎𝑥 avec 𝐶 ∈ ℝ.
Donc, il existe 𝐶 ∈ ℝ tel que 𝑓(𝑥) = 𝐶 e−2𝑥 .
Or 𝑓(0) = 1 donc 1 = 𝐶 e−2×0 ⟺ 𝐶=1 .
donc 𝑓 est définie sur ℝ par 𝑓(𝑥) = e−2𝑥 .

𝑓(𝑙𝑛2) = e−2 ln2 = e−𝑙𝑛2
2
= e 𝑙𝑛(

1
4 ) =

1
4
≠
1
2

Donc : le point A de coordonnées (ln2 ;
1
2
) n’appartient pas à la courbe représentative de la fonc-

tion 𝑓.
b. Affirmation 2 est Fausse.

Pour étudier la position relative de la courbe représentative de la fonction 𝑓 et de ses tangentes,
étudions la convexité de la fonction.
Pour tout réel 𝑥 ∈ [

𝜋
2
;𝜋] :

𝑓′(𝑥) = 1+ sin(𝑥)
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et donc 𝑓″(𝑥) = cos(𝑥).

Or sur l’intervalle [
𝜋
2
;𝜋] , 𝑐𝑜𝑠(𝑥) ≤ 0 donc la fonction est concave.

Elle est donc située en-dessous de toutes ses tangentes.
c. Affirmation 3 est Vraie.

Pour tout réel 𝑥 ∈]0 ;+∞[ :

−1 ⩽ sin(𝑥) ⩽ 1 ⟹ −
1
𝑥
⩽
sin(𝑥)
𝑥

⩽
1
𝑥

car 𝑥 > 0

⟹ 1−
1
𝑥
⩽ 1+

sin(𝑥)
𝑥

⩽ 1+
1
𝑥

⟹ 1−
1
𝑥
⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 1+

1
𝑥

Or lim
𝑥→+∞

1
𝑥
= 0 donc, par somme, lim

𝑥→+∞
1−

1
𝑥
= 1 et lim

𝑥→+∞
1+

1
𝑥
= 1.

D’après le théorème des gendarmes, on a donc : lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1.
C’est à dire, la droite d’équation 𝑦 = 1 est une asymptote horizontale à la courbe représentative
de la fonction 𝑓 au voisinage de +∞.

2. Affirmation 4 est Vraie.
La fonction 𝑓 est dérivable sur ℝ et pour tout réel 𝑥, 𝑓′(𝑥) = 2−3e 3𝑥 .
Donc, pour tout réel 𝑥 :
𝑓′(𝑥)−3𝑓(𝑥) = 2−3e 3𝑥 −3(2𝑥− e 3𝑥)

= 2−3e 3𝑥 −6𝑥+3e 3𝑥

= 2−6𝑥
Donc 𝑓 est solution de l’équation (𝐸2).

Exercice 4 (5 points)

Partie A : étude d’un premier cas particulier
1. 𝐹2 est une primitive de la fonction 𝑓2 sur ]0 ;+∞[ donc 𝑓2 est la dérivée de la fonction 𝐹2.

Les variations de la fonction 𝐹2 sont donc données par le signe de la fonction 𝑓2.
Avec la précision permise par le graphique :

𝑥
signe de 𝑓2(𝑥)

variations
de 𝐹2

0 0,3 2,5 3
− 0 + 0 −

La fonction 𝐹2 est décroissante sur l’intervalle ]0 ;0,3] et sur l’intervalle [2,5 ;3], et elle est croissante
sur l’intervalle [0,3 ; 2,5].

2. La courbe 1 représente la fonction 𝑓′2 et la courbe 2 représente la fonction 𝑓″2 :
La dérivée de la fonction 𝑓2 doit s’annuler lorsque la fonction 𝑓2 admet unmaximum. Cemaximum
est atteint pour 𝑥 ≈ 0,75.
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La seule courbe qui s’annule aux environs de 0,75 est la courbe 1 donc la courbe 1 représente la
fonction 𝑓′2 .
Le point A est un point d’inflexion pour la courbe de la fonction 𝑓2 donc la dérivée seconde s’annule
en 𝑥𝐴 ≈ 1,6.
La seule courbe qui s’annule aux environs de 1,6 est la courbe 2 donc la courbe 2 représente la fonc-
tion 𝑓″2 .

Partie B : étude d’un second cas particulier

1. a. 𝑓1 est de la forme𝑤+
𝑢
𝑣
avec

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝑤(𝑥) = 1−𝑥
𝑢(𝑥) = 1+ ln(𝑥)
𝑣(𝑥) = 𝑥

. On a :

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

𝑤′(𝑥) = −1

𝑢′(𝑥) =
1
𝑥

𝑣′(𝑥) = 1

.

On a : 𝑓′1 =𝑤′+
𝑢′𝑣−𝑣′𝑢

𝑣2
Donc, pour tout réel 𝑥 > 0 :

𝑓′1 (𝑥) = −1+

1
𝑥
×𝑥−1×(1+ ln(𝑥))

𝑥2

=−1+
1−1− ln(𝑥)

𝑥2

=−1−
ln𝑥
𝑥2

On a bien, pour tout réel 𝑥 > 0, 𝑓′1 (𝑥) = −1−
ln𝑥
𝑥2

.

b. Pour tout réel 𝑥 > 0, 𝑓′1 (𝑥) = −1−
ln𝑥
𝑥2

.

Par croissances comparées, lim
𝑥→+∞

ln𝑥
𝑥2

= 0 donc, par somme, lim
𝑥→+∞

𝑓′1 (𝑥) = −1.

2. a. Pour tout réel 𝑥 > 0, 𝑓″1 (𝑥) =
2 ln𝑥−1

𝑥3
.

𝑥 > 0 donc 𝑥3 > 0 donc 𝑓″1 (𝑥) est du signe de 2 ln(𝑥)−1.
2 ln(𝑥)−1 > 0 ⟺ 2 ln(𝑥) > 1

⟺ ln(𝑥) >
1
2

⟺ 𝑥> e
1
2 car la fonction exponentielle est strictement croissante

De plus 𝑓′1 (e
1
2 ) = −1−

ln (e
1
2 )

(e 1
2 )

2

=−1−
1
2

e 1

=−1−
1
2e
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On a donc :
𝑥

signe de 𝑓″1 (𝑥)

variations de 𝑓′1

0 e
1
2 +∞

− 0 +

−1−
1
2e

−1−
1
2e

b. Pour tout réel 𝑥 > 0, 𝑓′1 (𝑥) = −1−
ln𝑥
𝑥2

.

⎧
⎨
⎩

lim
𝑥→0+

− ln(𝑥) = +∞

lim
𝑥→0+

𝑥2 = 0+
donc, par quotient et somme, lim

𝑥→+∞
𝑓1(𝑥) = +∞.

c. Sur l’intervalle ]0 ; e
1
2 ] :

La fonction 𝑓′1 est continue (car dérivable) et strictement décroissante.

De plus, lim
𝑥→0+

𝑓′1 (𝑥) = +∞> 0 et 𝑓′1 (e
1
2 ) = −1−

1
2e

< 0.

Donc, d’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires, l’équation 𝑓′1 (𝑥) = 0 admet
une unique solution dans l’intervalle ]0 ; e

1
2 ]

Sur l’intervalle [e
1
2 ;+∞[, la fonction 𝑓′1 est strictement croissante et lim

𝑥→+∞
𝑓′1 (𝑥) = −1

donc, pour tout réel 𝑥 > e
1
2 , 𝑓′1 (𝑥) < −1 < 0.

Donc l’équation 𝑓′1 (𝑥) = 0 n’admet pas de solution dans l’intervalle [e
1
2 ;+∞[.

Finalement, il existe une unique solution 𝛼 à l’équation 𝑓′1 (𝑥) = 0 sur ]0 ;+∞[.
On peut donc en déduire le signe de 𝑓′1 et les variations de 𝑓1 sur cet intervalle :

𝑥

signe de 𝑓1(𝑥)

variations de 𝑓1

0 𝛼 +∞

+ 0 −

𝑓1 admet donc unmaximum atteint pour 𝑥 = 𝛼 sur l’intervalle ]0 ;+∞[.
d. Leprogrammeécrit en langagePython renvoyantune valeur approchée à 10−2 prèsde la solution

𝛼 de l’équation 𝑓′1 (𝑥) = 0 sur ]0 ;+∞[ est :

def d(x) :
return -1-ln(x)/x**2

def alpha() :
u = 0.5
while d(u) > 0 :

u = u + 0.01
return u
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Partie C :𝑘 quelconque
1. 𝐻 est dérivable sur ]0 ;+∞[

𝐻 est de la forme
1
2
𝑢2 avec 𝑢(𝑥) = 1+ ln(𝑥). On a 𝑢′(𝑥) =

1
𝑥
.

On a𝐻 ′ =
1
2
×2𝑢′𝑢

Donc pour tout réel 𝑥 > 0 :

𝐻 ′(𝑥) =
1
𝑥
×(1+ ln(𝑥))

=
1+ ln𝑥

𝑥
= ℎ(𝑥)

Donc la fonction𝐻 est une primitive de ℎ sur ]0 ;+∞[ .

2. La valeur moyenne de la fonction 𝑓𝑘 sur l’intervalle [1 ; e ] est égale à 𝜇 =
1

e −1
∫

e

1
𝑓𝑘(𝑥) d𝑥.

𝜇 =
1

e −1
∫

e

1
𝑓𝑘(𝑥) d𝑥

=
1

e −1
∫

e

1
(1−𝑥+

𝑘(1+ ln𝑥)
𝑥

) d𝑥

=
1

e −1
∫

e

1
(1−𝑥+𝑘ℎ(𝑥)) d𝑥

=
1

e −1
[𝑥−

𝑥2

2
+𝑘𝐻(𝑥)]

e

1

=
1

e −1
((e −

e 2

2
+𝑘𝐻(e))− (1−

12

2
+𝑘𝐻(1)))

=
1

e −1
((e −

e 2

2
+𝑘

1
2
(1+ ln e)2)− (1−

12

2
+𝑘

1
2
(1+ ln1)2))

=
1

e −1
(e −

e 2

2
+𝑘

(1+1)2

2
−1+

1
2
−𝑘

(1+0)2

2
)

=
2e − e 2+4𝑘−2+1−𝑘

2(e −1)

=
2e − e 2+3𝑘−1

2(e −1)

.

On a donc :

𝜇 = 0 ⟺ 2e − e 2+3𝑘−1 = 0 ⟺ 𝑘=
−2e + e 2+1

3
⟺ 𝑘=

(e −1)2

3
.

La valeur moyenne de la fonction 𝑓𝑘 sur l’intervalle [1 ; e ] est nulle si est seulement si 𝑘 =
(e −1)2

3
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