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Exercice 1 (5 points)
1. Déterminons les coordonnées des vecteurs :
XB — XA 3-2 1 -2
AB (yB - yA) soit AB (—2 - 1) finalement : AB (—3). De méme, A—Cf (—2).
0-1 -1 0
Ces vecteurs ont des coordonnées non proportionnelles, donc ils ne sont pas colinéaires.

ZB — ZA

Les points A, B et C ne sont pas alignés, donc ils définissent un plan.

2. a. On est dans un repere orthonormé, donc on peut utiliser la formule analytique du produit sca-
laire :

e N-AB=1x1-1x(=3)+4x(-1)=1+3-4=0;
e n-AC=1x(-2)—-1x(-2)+4x0=-2+2+0=0;
* AB et AC sont deux vecteurs non colinéaires qui forment une base du plan (ABC).

n est orthogonal a ces deux vecteurs, donc c’est un vecteur normal du plan (ABC).

1
b. Si n (—1) est normal a (ABC), alors, par propriété, une équation de (ABC) peut avoir la forme :
4
Ixx+(-1)xy+4xz+d=0, oud estunréel.

Comme A est un point de (ABC), on doit avoir: xp—ya+4za+d =0.
XpA—Ya+4zp+d=0 <= 2-1+4x1+d=0

<~ 5+d=0

<~ d=-5
Une équation cartésienne de (ABC) est doncbien: x—y+4z—-5=0.

3. Siladroite A est orthogonale au plan (ABC), alors, par définition, elle doit étre dirigée par un vecteur
1

normal au plan (ABC), donc ici, on en déduit que le vecteur 7{ ( 1) dirige la droite A.
4

Comme la droite A passe par le point D(0;0;2), une représentation paramétrique de la droite A est
X=Xp+Xp Xt
donnéepar: {y=yp+y,xt avecreR
Z=2Zp+z, % t
x=t
En remplacant par les valeurs connues, onabien: < y=-¢ avec t€R
z=2+4t
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4. Le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC) est I'intersection de la droite A et du plan (ABC).
Comme c’est un point de la droite A, il existe un réel 7y tel que les coordonnées de ce point sont
(to;—t0;2 +41).

C’est aussi un point de (ABC) sont ses coordonnées vérifient ’équation du plan.
Autrement dit, #, est solution de I’équation :
fo—(—to) +4(2+41) -5=0 <> fy+1lr+8+16f—5=0
<~ 181 =-3
-1
— = F
) -1 -1 1 114
Le point H a donc pour coordonnées: |—;——;2+4 x —) soit H (—— = —)
6 6 6 6’3
5. a. Comme le repére est orthonormé:
e AB=v(3-22+(-2-12+(0-12=\12+(-3)2+(-1)2=VI+9+1=V1I;
e CB=v(3-02+(-2-(-1)2+0-12=v32+(-1)2+(-1)2=v9+1+1=11;

Les longueurs sont égales, donc le triangle est bien isocele en B.

b. ¢ Dans un triangle isocéle, la hauteur issue du sommet principal est aussi une médiane (et une
médiatrice).
La hauteur issue de B est donc le segment [BI], ou I est le milieu de [AC].
Xp + X + A+ z
ATTC I IC AT seit (150310,
2 2 2
base x hauteur

2
Ici, on choisit comme base le segment [AC] et la hauteur correspondante, [BI].
e Ladistance ACest: AC=+/(0—-2)2+(-1-1)2+(1-1)2=8=2V2.
Ladistance Blest: BI=+/(3-1)2+(-2—-0)2+(0—-1)2=+9=3.
ACxBI 2v2x3
Onadonc: olagc= > = \/; =3v/2.
6. a. Avec les questions précédentes, on a calculé l'aire du triangle ABC, qui est I'une des quatre bases
possibles pour le tétraedre.
Si on choisit ABC comme base de ABCD, alors la hauteur correspondante est la distance séparant
le quatrieme sommet (ici D), du plan contenant la base ABC, c’est-a-dire le plan (ABC).

I a donc pour coordonnées : I(

e [Laire d'un triangle est donnée par: <« =

Cette distance est donc la distance séparant D de son projeté orthogonal sur (ABC), c’est-a-dire H,
dont on a déterminé les coordonnées a la question 4..

oo [T B

Onadonc: 7, ——xd xDH——xS 2Xx — ==X
'ABCD ABC 3 V2 2 =3 2

Le volume du tetraedre est bien égal a 1.
b. En faisant le méme raisonnement, mais avec la base BCD et la hauteur associée, issue de A, que

1
I'on peut noter ki, on en déduit: 7apcp = 3 x elpcp X h.
1x3 32
V2 o2

1
En remplacant par les valeurs connues,ona: 1= 3 X dpcpV?2 < elscp =
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3v2
Laire du triangle BCD est donc égale a —

7. a. Avec Dy ayant pour coordonnées (0;0; k) (le point D du début de I'énoncé est donc D»).
On va chercher quand ces coordonnées vérifient I’équation du plan (ABC).
Dy € (ABC) <= xp, — yp, +4zp, —5=0
<~ 0-0+4k-5=0

<:>k:§
4

Seul le point D% est sur le plan (ABC).
Son projeté orthogonal sur (ABC) est alors lui-méme, par définition du projeté orthogonal.
-2 1
b. Déterminons les coordonnées du vecteur _A—ﬁ; : _A_ISZ -1 |. Onrappelle: nl-1].
k-1 4
Quelle que soit la valeur de k, ces vecteurs ne sont pas colinéaires : ils ont des ordonnées égales,
mais des abscisses différentes.

Donc le vecteur ADj n’est jamais orthogonal au plan (ABC) et donc A n’est jamais le projeté or-
thogonal de Dy sur (ABC).

Exercice 2 (5 points)

Partie A : modele discret

1. On applique la relation de récurrence donnée: V;=0,995V,+6=0+6=6.
Au bout d'une heure, le modeéle prévoit 6 litres de substance polluante dans le bassin.
Vo =0,995V1+6 =5,97+6 =11,97.
Au bout de deux heures, le modele prévoit 11,97 litres de substance polluante dans le bassin.
2. Ici, il faut initialiser la variable v a 0, pour qu’elle contienne la valeur Vj.
Ensuite, la boucle for va s’ex"cuter n fois, donc il faut que la variable v s’actualise en appliquant la
relation de récurrence.

Ainsi, la relation aura été appliquée n fois, et on sera passé def volume(n):

de V, (avant I'entrée dans la boucle) a V;, (apres la derniere v=0

exécution de la boucle). for k in range(n):

Cela donne donc la fonction ci-contre : v = 0.995%x+6
return v

3. Pour tout entier naturel n, notons I, 'inégalité: V, < V,;; <1200.

 Initialisation : V) = 0 est donné, et on a calculé V; = 6 précédemment.
On constate donc que I'inégalité I, est vraie.
e Hérédité : Pour un entier n naturel donné, si l'inégalité I,, est vraie, on a:
Vi< Vyp41 <1200 = 0,995V, <0,995V,,11 <0,995x 1200 car 0,995 >0
— 0,995V, <0,995V,,,; <1194
= 0,995V, +6<0,995V,,,1+6<1194+6
= V1 < Vyp2 <1200
Autrement dit, 'inégalité I,, implique I'inégalité I, .
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* Conclusion: L'inégalité est vraie pour n = 0 et si une inégalité est vraie au rang n, alors la suivante
(aurang n+ 1) I'est aussi.
D’apreés le principe de récurrence, on peut en déduire que, pour tout entier naturel 7, I'inégalité I,,
est vraie.
VnelN, V,<V,4 <1200.

4. D’apres la question précédente, on a:

e VneN, V,<V,: lasuite (V) estcroissante; VneN, V,<1200: lasuite est majorée par
1200.

D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (V};) est donc convergente vers une limite ¢
qui vérifie: ¢ <1200.
La suite est donc convergente, et définie par récurrence. La fonction de récurrence est: x —
0,995x + 6.
Cette fonction de récurrence est continue sur R, c’est une fonction affine. Elle est donc notamment
continue en .
D’apres le théoréme du point fixe, on peut donc affirmer que la limite de V,, est une solution de
I’équation x = 0,995x + 6.
x=0,995x+6 < 0,005x=6

6
> x=——
0,005
~— x=1200

L'équation n’a qu'une unique solution, donc la limite de (V) ne peut étre que cette solution.
Ainsi, la suite converge vers 1 200.

Remarque : Dans le contexte de I'exercice, cela signifie que la quantité de substance polluante se
stabilise aux alentours de 1 200 litres, d’apres ce modele.

Partie B : modele continu

1. a. On reconnait une équation différentielle de la forme: y' =ay+b, ol a et bsont desréels non
nuls, ici a = —0,005 et b = 6.
Par propriété, on sait que les solutions a ces équations différentielles sont les fonctions de la

b
forme: t— Ce% ——, ouC estunréel.
a

Concrétement, pour 'équation (E), les solutions sont:  t+—— Ce =005 ﬁ, ot C est un
réel. ’
C'est-a-dire: t— Ce %9057 11200, ol C estun réel.

b. Puisque v est une solution de (E), on a sa forme générale, donnée précédemment.

Pour avoir la fonction particuliére correspondant a v, on doit prendre en compte la condition
initiale: v(0) =0 quinous permettra d’identifier la constante C.

v(0)=0 < Ce %0%0 1 1200=0
— Ce’=-1200
< C=-1200
Ainsi, la fonction v est bien définie par :
v(1) = —1200e~ 2997 + 1200 =1200(— e %997 + 1) =1200(1 — e 0%,
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c. Ona: tlim —0,005¢ = —o0o, donc, par composition : tlim e
—+00

Par limite de la somme, il vient: lim 1-—e

t—+o00

-0,005¢ _
—+00

~0,005¢ _ |

Puis, par limite du produit: ~ lim 1200(1 - e~*%°") = 1200.
— 100

Remarque : La encore, le modele prévoit que la quantité de substance polluante se stabilise aux

alentours de 1 200 litres.
d. La fonction v est dérivable sur [0; +ool.

Vx € [0;+00[, v'(x)=1200x (0—(-0,005)e~%0057) = g¢~0.005¢,

Comme 6 est strictement positif et que la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives,
on en déduit que la fonction dérivée v’ est a valeurs strictement positives sur [0; +oo[, et donc que
la fonction v est strictement croissante sur cet intervalle.

2. Le volume total du bassin est de 30 000 litres.

5% de ce total, c’est: 0,05 x 30000 = 1500 soit 1500L.
Comme la fonction v tend vers 1200 quand x tend vers +oo, tout en étant strictement croissante sur

[0; +o0l, celaimplique que v est majorée par 1 200.

Ainsi, selon ce modele, la quantité de substance polluante ne dépassera jamais 1200 litres, et n’at-
teindra jamais le seuil qui impose un nettoyage complet.

3. Onvadonc résoudre I'équation: v(f) =50.

v(t) =50 < 1200(1- e *%%") =50
-0,005¢ _ i

1200
-0,005¢ _ i

24
-0,005¢ _ __23

24
-0,005¢ _ §

24

<~ l-e
~— l-e
— —e

<~ €

24
2001n(—) =~ 8,511.
23

23
v(t) =50 < —0,005t:ln(ﬂ)

23
In[{—
24
— =

~ —0,005

23
— = —ZOOln(—)
24

24
— = 2001n(—)
23

24
Le volume de la substance dépasse les 50 litres au bout de 2001In (g), soit environ 8,511 heures, soit

environ 8 heures et 31 minutes (a la minute pres).

Exercice 3 (4 points)

1. Affirmation 1 : Vraie.

Comme on choisit une personne au hasard, on est en situation d’équiprobabilité, et les proportions

de I'’énoncé sont assimilables a des probabilités.
Si on traduit les informations données, on a :

e P(0)=0,52;

e Po(F)=0,32;

e P(F)=0,2.
Métropole
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La question posée est de déterminer Pr(O).
P(ONnF) P(O)x Po(F)

P(F) P(F)

Par définition des probabilités conditionnelles: Pr(O) =

0,52x0,32 0,1664

02 02
Remarque : On peut tracer un arbre de probabilité pour visualiser les informations données, mais ici,
toutes les probabilités utiles étaient données directement, on peut aussi s’en passer.

On afinalement: Pgr(0O)= =0,832, cC’estbien lavaleur annoncée.

2. Affirmation 2 : Fausse.

Ici,ona:

* une épreuve aléatoire (le choix d'une personne au hasard dans la population) a deux issues : le
succes (la personne joue de la musique professionnellement), ayant une probabilité estimée a
p =0,062, et 'échec;

* cette épreuve aléatoire est répétée n = 5000 fois, d'une fagon qui est considérée comme identique
et indépendante (le choix étant assimilable a un tirage avec remise);

e lavariable aléatoire X dénombre les succes parmi les n répétitions;

Ces trois criteres permettent d’affirmer que X suit une loi binomiale de parametres n = 5000 et p =

0,062.

Lutilisation de la calculatrice donne: P(X < 340) = 0,96.

L'écart entre cette valeur et 0,4 est donc strictement supérieur a un dixiéme : 0,4 n’est donc pas une
valeur approchée au dixieme pres de cette probabilité.

Affirmation 3 : Vraie.
Pour tout réel strictement positif ¢, 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev s’écrit :

V(X)
t2

P(|X-EX)|=1) <

Comme X suit une loi binomiale, on a des propriétés pour calculer son espérance et sa variance :
E(X)=np=5000x 0,062 =310 et V(X)=np(1-p)=5000x0,062 x (1 -0,062) =290,78.
On s'intéresse ici al'événement: {230 < X <390} < {230-310< X -310<390-310}

< {-80< X-E(X) <80}

— {|X-EX)| <80}
Lévenement {230 < X <390} est doncl'événement contraire de  {|X —E(X)| = 80}.

290,78
On va donc appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec t = 80: P(|X -EX )| >80) < 802
290,78 . s
Comme 802 < 0,05 (car une valeur approchée au centieme est 0,045) on a:

P(230< X <390)=1-P(|X-E(X)| =80)>1-0,05, soit P(230<X <390)=>0,95.
Finalement, on a bien plus de 95 % de chance que le nombre de musiciens professionnels soit stric-
tement compris entre 230 et 290.

3. Affirmation 4 : Vraie.

On ne précise pas de roles spécifiques au sein de I’équipe, donc les membres d'une équipe sont in-
terchangeables, et une équipe est donc assimilable a un ensemble (non ordonné) et pas a une liste
(ordonnée).

Une équipe est donc constituée de la réunion de deux sous ensmbles :
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* deuxjoueurs musiciens professionnels, choisis dans un ensemble de cardinal 4 :
. 4 - - .
ilyadonc o= 6 facons de choisir les deux musiciens professionnels;
* trois joueurs non musiciens professionnels, choisis dans un ensemble de cardinal 6 :
. 6 . .
ilya 3 = 20 fagons de faire ce choix;

e la constitution d'une équipe revient a associer n'importe quel ensemble de deux musiciens pro-
fessionnels a n'importe quel ensemble de trois joueurs non professionnels, et donc par principe
multiplicatif, ona: 6 x 20 =120 équipes différentes possibles.

Remarque : Quand une équipe est constituée, les joueurs restants forment obligatoirement I’équipe
opposée, par complémentaire.

Léquipe E sera donc forcément opposée a1'équipe E, et le match E contre E est le méme que le match
E contre E, il y a donc — matchs différents, mais la question portait bien sur le nombre d’équipes

différentes, ce nombre est bien égal a 120.

Exercice 4 (6 points)

Partie A

1. a. Puisque la tangente a 6 en C (d’abscisse 1), est parallele a I'axe des abscisses, c’est donc une
droite dont le coefficient directeur est 0.
On peut donc affirmer: f’(1) =0.

b. Sur I'intervalle [0; 3], la courbe € coupe I'axe des abscisses (d’équation y = 0) une seule fois, au

point A.
1
Comme I'abscisse de A est 2 on en déduit que la solution de I'’équation  f(x) =0 sur [0;3] est
1
>
1
2. Aestle point d’abscisse > sur 6.

1
Par propriété, f’ (5) est donc le coefficient directeur de la tangente a € en A.

La tangente Ty est aussi la droite (AB), d’apres ’énoncé, donc son coefficient directeur est :
Ye—ya _€e*—-0 _
XB — XA 1

1-=
2

1
Onadonc: f,(i) =2e2,

2e?.

3. Deux primitives d'une méme fonction different d'une constante. Graphiquement, cela se traduit par
une courbe qui est 'image de I'autre par une translation d'un vecteur colinéaire au vecteur dirigeant
I’axe des ordonnées (généralement le vecteur 7, mais il n’est pas nommeé dans cet énoncé).

Ceci correspond aux courbes 6 et 6e.

Remarque : On peut aussi procéder par élimination : la courbe 63 représente une fonction décrois-
sante sur un intervalle englobant au moins [0,5;0,7], quand la fonction f est positive sur 'intervalle
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[0,5;0,7] : une primitive de f devrait étre croissante sur cet intervalle, ce que n’est pas la fonction
représentée par €s.

Partie B

1. a.

b.

Soit x un réel strictement positif :

f=Cx-De P =2x-De > M2 =2x-De ! xe?=2x-1) x e ® D xe?

2x—-1 2x—-1
x g2 = g2

Finalement,onabien: f(x)=

e2x-1 e2x-1°
Ona: lim =+oo0.
Xx—+o02x—-1
eX
D’apres la propriété des croissances comparées : lim > = +00, donc, par composition :
X—+00
] e2x—1
lim = +o0.
x—+o002x—1
o . . 2x-1
Dong, par limite du quotient: lim ———=0
X— 400 e2x—l
e . . . 2 2x-1 .
Enfin, par limite du produit: lim e = lim f(x)=0.
x—+oo  e2Xx~1  x—+oc0

Remarque : On peut donc dire que 'axe des abscisses est asymptote horizontale a la courbe repré-
sentative de f au voisinage de +oo.

On va utiliser les formules pour dériver un produit et pour dériver une fonction composée, en

prenantla forme de f quiest: f(x)=(2x—1)e 2**3,

Vxe[0;+00, fl(x)=2xe P +2x-1)x(-2e ") =(2+2x—1) x (-2)) e "3
fl)=2-4x+2)e 2 = (—4x+4)e "

On arrive bien a I'expression annoncée.

La fonction exponentielle est a valeurs strictement positives, donc f'(x) est du méme signe que
I'expression affine (—4x + 4), décroissante sur Ret s’annulant pour x = 1.

On en déduit que f changera de variationen x = 1.
Calculons: f(0)=@2x0-1)e 2" =—e3, f()=@2x1-1)e ?**3=e¢,.
On peut donc construire le tableau de variations complet de la fonction f :

X 0 1 +00

signe de N 5 _

—4x+4
signe de f'(x) + 0 -

e
variations /
de f
—e3 0

3. L'unité graphique du repére est le centimetre, donc une distance de 0,3 cm se traduit par une distance
de 0,3 unité graphique.

Puisque cette distance est verticale, entre le point d’abcisse a sur la courbe, de coordonnées (a; f (a))
et le symétrique de ce point par rapport a I’axe des abscisses, c’est-a-dire le point de coordonnées
(a;—f(a)), ladistance entre les deux points est égalea: 2f(a).

Métropole 8 17 juin 2026



Corrigé A.P.M. E.P.

On doitdonc avoir: 2f(a)=0,3 < f(a)=0,15.
Sur [1; +oo, la fonction f est continue (car dérivable), strictement décroissante, et le nombre0,15 est
une valeur intermédiaire entre f(1) = e = 2,7 et lir+n f(x)=0.

X—+00

D’apres le corollaire au théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement mo-
notones (aussi appelé théoreme de la bijection), I’équation  f(x) = 0,15 admet une unique solu-
tion sur [1; +oo[, qui est le nombre a.

Par exploration a la calculatrice, une valeur arrondie au dixiéme pres de a est a = 3,3.

Partie C
ux)=02x-1)
1. Posons u et v, les fonctions définies sur [0; +oo[ par : -1 _,.0a
v(x)=—e
2
. .. L u(x)=2
Ces fonctions sont dérivables, et, sur le méme intervalle : 9343
U’(X) —e” X+

Ainsi, on reconnait: f(x) = u(x) x v'(x).

Les fonctions v’ et v’ étant continues, on peut appliquer la formule d’intégration par parties :
33

I= fx)dx

0,5

33
:f u(x) x v'(x)dx
05

3,3

= [u(x) x v(x)]zyz —fo u'(x) x v(x)dx

,5
3,3 3,3 -1
—f Zx(—)e_2x+3dx
0 2

[(Zx— 1) x (_Tl) e 2% 3

05 Jos
= ! '(2x —1)e 23 L f3,3 —e ¥ dx

21 0,5 0,5

1y 33 .
= ——|@x-1e 3| 4+ f e >*3dx par linéarité de I'intégrale

21 05 Jos

1r -1 3,3
=——[(2x33-1)e ™) —2x05-1)e | 4 | —e 72

21 2 0,5
= _% [ (5,66_3'6) —0x eZ] _ % [e—2><3,3+3 _ e—2><0,5+3]

=-2,8e 36— % [e - e?]

=-28e2%-05e3%+0,5€°
=0,5e>-3,3e 0
Commeona: I=0,5e?-3,3e 3%~3,6 audixieme pres, on arrive bien a 'arrondi annoncé.

2. Sur l'intervalle [0,5; 3,3], la fonction f est continue et a valeurs positives, donc I'aire du domaine
délimité par : la courbe 6, I'axe des abscisses et les droites verticales d’équations x = 0,5 et x = 3,3
est donnée par I'intégrale I, dont on a calculé une valeur approchée a la question précédente.

En doublant cette surface, cela revient a considérer un domaine deux fois plus grand, qui serait déli-
mité par € et sa courbe symétrique par rapport a I'’axe des abscisses, entre les abscisses 0,5 et 3,3.
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Si on utilise 'approximation a = 3,3, on peut donc considérer que 2/ est une approximation de la
surface grisée.

Ainsi le volume du porte-clé est prochede: 2Ix0,2=2x3,6x0,2.

On peut donc donner une valeur approchée de 1,44 cm?, soit, au dixieme pres 1,4 cm?.
Remarque : Ce qui suit n’était absolument pas attendu.

Ici, le calcul fait intervenir trois approximations :

e a=3,3;

a
* lefait que 'aire grisée est approchée par 2/, quand on devraitavoir 2 | f(x)dx;
05

* et enfin le fait que I est proche de 3,6 cm?.

Sans rentrer dans le détail, ces approximations enchainées ici permettent quand méme d’avoir une
valeur finale avec la précision requise.
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