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Exercice 1 (5 points)

Partie A
1. D’après l’énoncé voici l’arbre pondéré des évènements 𝐹 et 𝐼 :

𝐹
𝐼

𝐼

𝐹
𝐼

𝐼

0,4
0,3375
0,6625

0,6 0,5425
0,4547

2. Il faut trouver 𝑃(𝐹 ∩𝐼) = 𝑃(𝐹)×𝑃𝐹(𝐼) = 0,4×0,3375 = 0,135.

3. On a de même 𝑃(𝐹∩𝐼) = 𝑃(𝐹)×𝑃𝐹(𝐼) = 0,6×0,5425 = 0,3225.
D’après la loi des probabilités totale la probabilité que l’élève choisi au hasard envisage des études
d’ingénieur est égale à :
𝑃(𝐼) = 𝑃(𝐹 ∩𝐼)+𝑃(𝐹∩𝐼) = 0,135+0,3225 = 0,4605.

4. On calcule 𝑃𝐼(𝐹) =
𝑃(𝐹 ∩𝐼)
𝑃(𝐼)

=
0,135
0,4605

≈ 0,2932 soit 0,293 au millième près.

Parmi les élèves envisageant des études d’ingénieur un peumoins de 30% sont des filles.

Partie B
1. a. Le nombre𝑛 est assez grandpour que l’on puisse considérer que chaque fille choisie ait une pro-

babilité de vouloir devenir ingénieure est égale à 0,15 : la variable 𝑋 suit donc une loi binomiale
de paramètres 𝑛 et 𝑝 = 0,15.

b. On sait que 𝐸 =𝑛×𝑝 =𝑛×0,15 = 0,15𝑛.

2. On a : 𝑃(𝑋 ⩾ 1) = 1−𝑃(𝑋 = 0) = 1−(
𝑛
0
)×0,150×(1−0,15)𝑛 = 1−0,85𝑛.

Il faut donc que 𝑃(𝑋 ⩾ 1) ⩾ 0,99 ⟺ 1−0,85𝑛 ⩾ 0,99 ⟺ 0,01 ⩾ 0,85𝑛,
d’où par croissance de la fonction logarithme népérien :

ln0,01 ⩾ 𝑛 ln0,85 ⟺
ln0,01
ln0,85

⩽ 𝑛 car ln0,85 < 0.

Or
ln0,01
ln0,85

≈ 28,3.

Il faut donc interroger au moins 29 lycéennes.
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3. On a
29
4
= 7,25. Il faut donc choisir sur les 29 filles 8 qui souhaitent devenir ingénieure, d’où :

𝑃(𝑋 ⩾ 8) = 1−𝑃(𝑋 < 8) = 1−𝑃(𝑋 ⩽ 7) : la calculatrice donne environ 0,059 : sur 29 filles interrogées
la probabilité qu’au moins le quart souhaite devenir ingénieure est légèrement inférieure à 6%.

Partie C
1. 𝑆 représente le nombre de lycéennes souhaitant devenir ingénieure parmi les 15 000 lycéennes in-

terrogées.
2. E(𝑆) = E(𝑋1+…+𝑋10) = E(𝑋1)+…E(𝑋10) par linéarité ;

E(𝑆) = 10E(𝑋) car toutes les variables aléatoires ont la même espérance, donc :
E(𝑆) = 10×225 = 2250.
Il en est de même pour la variance de 𝑆 :
V(𝑆) = V(𝑋1+…+𝑋10) = V(𝑋1)+…+V(𝑋10) car les lois sont indépendantes.
V(𝑆) = 10V(𝑋) car elles suivent la, même loi de probabilité.
V(𝑆) = 10×191,25 = 1912,5.

3. On sait que 𝑆 a une espérance. Utilisons l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour minorer la pro-
babilité d’avoir un nombre de lycéennes désirant devenir ingénieure compris entre 2 000 et 2 500 :
𝑃(2000 < 𝑆 < 2500) = 𝑃(−250 < 𝑆 −E(𝑆) < 250) = 𝑃(|𝑆 −E(𝑆)| < 250) ou
𝑃(2000 < 𝑆 < 2500) = 1−𝑃(|𝑆 −E(𝑆)| ⩾ 250 ; d’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

𝑃(2000 < 𝑆 < 2500) ⩾ 1−
V(𝑆)
2502

soit

𝑃(2000 < 𝑆 < 2500) ⩾ 1−
1912,5
62500

𝑃(2000 < 𝑆 < 2500) ⩾ 1−0,0306 et finalement,
𝑃(2000 < 𝑆 < 2500) ⩾ 0,9694 > 0,95.
Conclusion : à 5% près l’affirmation est vraie.

Exercice 2 (5 points)

Partie A
1. On pourrait justifier que la fonction polynôme 𝑢 ∶ 𝑥⟼8𝑥3−1 est dérivable,

avec 𝑢′ ∶ 𝑥⟼24𝑥2 > 0 sur l’intervalle [4 ; 10] donc croissante sur cet intervalle.
𝑢(4) = ln(511) > 0, ce qui montre l’existence de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [4 ; 10] et par suite la

dérivabilité de cette fonction en tant que fonction composée : 𝑓′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)
𝑢(𝑥)

=
24𝑥2

8𝑥3−1
.

Comme (2𝑥−1)(4𝑥2+2𝑥+1) = 8𝑥3+4𝑥2+2𝑥−4𝑥2−2𝑥−1 = 8𝑥3−1,

on a bien : 𝑓′(𝑥) =
24𝑥2

(2𝑥−1)(4𝑥2+2𝑥+1)
.
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2. a. D’après la question précédente 𝑓′(𝑥) =
24𝑥2

(2𝑥−1)(4𝑥2+2𝑥+1)
.

Or pour 𝑥 ⩾ 4 :

• 24𝑥2 > 0 ;
• 2𝑥−1 > 0 ;
• 4𝑥2+2𝑥+1 > 0 comme somme de termes supérieurs à zéro sur [4 ; 10],

𝑓′(𝑥) > 0 : la fonction 𝑓 est croissante sur [4 ; 10] de 𝑓(4) = ln511 ≈ 6,236 à 𝑓(10) = ln7999 ≈
8,99 < 10.

b. En résumé si 4 ⩽ 𝑥 ⩽ 10, alors 𝑓(4) ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(10) donc d’après ce qui précède : 4 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 10.
3. a. Sur l’intervalle [4 ; 10] :

• la fonction 𝑔 est continue car dérivable sur cet intervalle ;
• 𝑔 est strictement décroissante ;
• 0 est une valeur comprise entre 𝑔(4) = 𝑓(4)−4 ≈ 2,236 et 𝑔(10) = 𝑓(10)−10 ≈ −1,013.

D’après le corollaire du théorème sur les valeurs intermédiaires, il existe un réel unique𝛼 ∈ [4;10]
tel que 𝑔(𝛼) = 0.

b. La calculatrice donne successivement : 8 < 𝛼 < 9 ; 8,4 < 𝛼 < 8,5 ;
8,49 < 𝛼 < 8,50 ; 8,499 < 𝛼 < 8,500 encadrement de 𝛼 au millième près.

Partie B
1. 𝑢1 = 𝑓(𝑢0) = 𝑓(5) = ln (8×53−5) = ln999 ≈ 6,91.
2. a. Initialisation :

On a calculé que si 𝑢0 = 5, alors 𝑢1 ≈ 6,91.
On a bien 4 ⩽ 𝑢0 ⩽𝑢1 ⩽ 10.
L’encadrement est vrai au rang 𝑛 = 0
Hérédité : soit 𝑛 ∈ ℕ et supposons que 4 ⩽ 𝑢𝑛 ⩽ 𝑢𝑛+1 ⩽ 10 ; la fonction 𝑓 étant croissante sur
l’intervalle [4 ; 10], on a donc
𝑓(4) ⩽ 𝑓(𝑢𝑛) ⩽ 𝑓(𝑢𝑛+1 ⩽ 𝑓(10).
Comme 𝑓(4) > 4, 𝑓(10) < 10, que 𝑓(𝑢𝑛) = 𝑢𝑛+1 et 𝑓(𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛+2, l’encadrement devient :
4 ⩽ 𝑢𝑛+1 ⩽𝑢𝑛+2 ⩽ 10 : l’encadrement est donc vrai au rang 𝑛+1.
Conclusion : l’encadrement est vrai au rang 𝑛 = 0 et s’il est vrai au rang 𝑛 ⩾ 0, il l’est encore au
rang 𝑛+1 : d’après le principe de récurrence :
quel que soit 𝑛 ∈ℕ : 4 ⩽ 𝑢𝑛 ⩽𝑢𝑛+1 ⩽ 10.

b. L’inégalité centrale montre que la suite (𝑢𝑛) est croissante et la borne de droite montre que la
suite (𝑢𝑛) estmajorée par 10 : croissante etmajorée la suite (𝑢𝑛) converge vers une limite ℓ ⩽ 10.

3. Comme 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛), que 𝑓 est continue sur [4 ; 10], la suite (𝑢𝑛) converge vers un réel ℓ tel que
ℓ = 𝑓(ℓ) ⟺ 𝑓(ℓ)−ℓ = 0 ⟺ 𝑔(ℓ) = 0.
Conclusion le nombre ℓ est solution sur [4 ; 10] de l’équation𝑔(𝑥) = 0 résolue à la question 3. partie
B, donc finalement ℓ = 𝛼.
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Partie C
1. alpha(8.499) renvoie 11 signifie que c’est à partir du rang 𝑛 = 11, que 𝑢𝑛 ⩾ 8,499.
2. On a vu que quel que soit 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 < 8,6 : donc l’algorithme ne trouvera jamais un rang tel que

𝑢𝑛 > 8,6 : il ne donnera donc aucun rang.

Exercice 3 (5 points)

1. a. On a ⃗⃗⃗⃗AB ⎛
⎝

2
−7
−2

⎞
⎠
et ⃗⃗⃗⃗AC ⎛

⎝

−4
1
2
⎞
⎠
. On voit que les coordonnées de ces deux vecteurs ne sont pas pro-

portionnelles : les vecteurs ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignés :
ils déterminent donc un plan (ABC).

b. On a ⃗⃗𝑛 ⋅ ⃗⃗⃗⃗AB = 12+14−26 = 0 ; de même
⃗⃗𝑛 ⋅ ⃗⃗⃗⃗AB =−24−2+26 = 0.
Le vecteur ⃗⃗𝑛 est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires duplan (ABC) : c’est donc un vecteur
normal à ce plan (ABC).

c. On sait que les coordonnées du vecteur ⃗⃗𝑛 sont les coefficients respectifs de 𝑥, 𝑦 et 𝑧 dans l’équa-
tion du plan (ABC), soit
𝑀(𝑥 ;𝑦 ; 𝑧) ∈ (ABC) ⟺ 6𝑥−2𝑦+13𝑧+𝑑 = 0,
avec 𝑑 ∈ ℝ.
En particulier on a 𝐴(−1;1 ;1) ∈ ABC) ⟺ 6×(−1)−2×1+13×1+𝑑 = 0 ⟺ −6−2+13+𝑑 =
0 ⟺ 5+𝑑 = 0 ⟺ 𝑑=−5.
Conclusion : M(𝑥 ;𝑦 ; 𝑧) ∈ (ABC) ⟺ 6𝑥−2𝑦+13𝑧−5 = 0.

2. Comme on l’a vu à la question précédente les coefficients respectifs de 𝑥, 𝑦 et 𝑧 dans l’équation du
plan (𝑃) sont les coordonnées d’un vecteur ⃗⃗𝑝 normal à ce plan.

On a donc ⃗⃗𝑝 ⎛
⎝

8
−2
−4

⎞
⎠
.

Or ⃗⃗𝑛 ⋅⃗⃗𝑝 = 6×8−2×(−2)+13×(−4) = 48+4−52 = 0 : d’après la propriété admise les deux vecteurs
normaux aux deux plans sont orthogonaux donc les deux plans sont orthogonaux.

3. La droite (𝑑) est sécante au plan (ABC) s’il existe un point dont les coordonnées vérifient les équa-
tions paramétriques de (𝑑) et l’équation cartésienne du plan (ABC), autrement dit si les coordon-
nées (𝑥 ;𝑦 ; 𝑧) vérifient le système d’équations :

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

𝑥 = −4+𝑡
𝑦 = −11+6𝑡
𝑧 = 2−𝑡
6𝑥−2𝑦+13𝑧−5 = 0

En remplaçant𝑥,𝑦 et 𝑧par leurs expressions en fonction de 𝑡 dans la dernière équation, on obtient :
6(−4+𝑡)−2(−11+6𝑡)+13(2−𝑡)−5 = 0 ⟺ −24+6𝑡 +22−12𝑡 +26−13𝑡 −5 = 0,
soit enfin 19−19𝑡 = 0 ⟺ 19= 19𝑡 ⟺ 1= 𝑡.
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En reportant cette valeur 𝑡 = 1 dans les équations paramétriques de (𝑑), on obtient 𝑥 = −4+1 =
−3, 𝑦 =−11+6 = −5, 𝑧 = 2−1 = 1.
La droite (𝑑) et le plan (ABC) ont bien un point commun E(−3 ;−5 ; 1).

4. a. H est le projeté orthogonal de A sur (𝑑) si :

• H ∈ (𝑑), ce qui est aisé à voir en prenant la valeur 𝑡 = 2 dans les équations paramétriques de
(𝑑) qui conduit bien aux coordonnées (−2 ; 1 ; 0) qui sont bien celles de H;

• la droite (AH) est perpendiculaire à (𝑑) ;

Or ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH ⎛
⎝

−1
0
−1

⎞
⎠
et ⃗⃗𝛿 ⎛

⎝

1
6
−1

⎞
⎠
est un vecteur directeur de la droite (𝑑) (d’après ses équations paramé-

triques)
et ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH ⋅ ⃗⃗𝛿 = −1+0+1 = 0, ce qui montre que les vecteurs ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH et ⃗⃗𝛿 sont orthogonaux donc que
les droites (AH) et (𝑑) sont perpendiculaires.
Le point H est le projeté orthogonal de A sur (𝑑).

b. La distance du point A à la droite (𝑑) est la distance de A à son projeté orthogonal sur la droite
(𝑑), soit la distance AH.
Des coordonnées du vecteur ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗AH, on calcule AH2 = (−1)2 +02 +12 = 1+1 = 2. Conclusion AH
=√2.

c. Het E sont deux points de (𝑑) et la droite (AH) est perpendiculaire à (𝑑) : le triangle AHE est donc
rectangle enH et son aire est égale au demi-produit des longueurs de ses côtés perpendiculaires :

𝒜(AHE) =
AH×HE

2
On a HE2 = (−3+2)2+(−5−1)2+(1−0)2 = 1+36+1 = 38, d’où HE =√38 et

𝒜(AHE) =
√2×√38

2
=
√76
2

=
√76
√4

=√76
4
=√19.

Exercice 4 (5 points)

1. Soit 𝑔(𝑥) = e (𝑥
2)

Avec 𝑢(𝑥) = 𝑥2 puis 𝑢′(𝑥) = 2𝑥, on a
(e (𝑥

2))
′
= (e𝑢(𝑥)))′ = e𝑢(𝑥)×𝑢′(𝑥) = e (𝑥

2)×2𝑥.

Donc 𝑓′(𝑥) = e (𝑥
2)+𝑥× e (𝑥

2)×2𝑥 ;
𝑓′(𝑥) = e (𝑥

2) (1+2𝑥2).
Puis de même 𝑓″(𝑥) = 4𝑥e (𝑥

2)+(1+2𝑥2)×2𝑥e (𝑥
2) = 2𝑥(2+1+2𝑥2) e (𝑥

2).
Finalement 𝑓″(𝑥) = 2𝑥(3+2𝑥2) e (𝑥

2)

Dans ce produit pour 𝑥 ∈]−∞;0[, on a :

• 3+2𝑥2 > 0 ;
• e (𝑥

2) > 0
• 2𝑥 < 0
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Conclusion sur ]−∞;0], 𝑓″(𝑥) < 0 : la fonction 𝑓 est concave sur cet intervalle.
Affirmation 1 vraie

2. • Dans le groupe 1 on peut former (
24
8
) ensembles de 8 rapaces ;

• Dans le groupe 2 on peut former (
16
8
) ensembles de 8 rapaces ;

• Dans le groupe 3 on peut former (
8
8
) ensemble de 8 rapaces ;

Il y a donc (
24
8
)×(

16
8
)×(

8
8
) façons différentes de répartir 8 rapaces dans ces 3 groupes.

Or (
24
8
)×(

16
8
)×(

8
8
) =

24!
8!× (24−8)!

×
16!

8!× (16−8)!
×1 =

24!
8!×16!

×
16!

8!×8!
=

24!
(8!)3

.

Affirmation 2 vraie
3. 𝑓 est solution de l’équation différentielle donc quel que soit 𝑥 ∈ ℝ,

𝑓′(𝑥) = −𝑓(𝑥)+1 (1) .
D’autre part𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)−1montre quepuisque𝑓 est dérivable sur 𝑔 l’est aussi avec :𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥).
L’égalité (1) devient alors
𝑔′(𝑥) = −𝑓(𝑥)−1 = −(𝑓(𝑥)−1) = −𝑔(𝑥)
Conclusion : quel que soit 𝑥 ∈ ℝ, 𝑔′(𝑥) = −𝑔(𝑥).

Affirmation 3 vraie
4. Quel que soit 𝑛 ∈ℕ∗, −1 ⩽ sin(𝑛) ⩽ 1.

En multipliant par
1
𝑛
> 0, on a −

1
𝑛
⩽
sin(𝑛)
𝑛

⩽
1
𝑛
.

Comme lim
𝑛→+∞

−
1
𝑛
= lim

𝑛→+∞

1
𝑛
= 0, on a donc d’après le théorème des gendarmes :

lim
𝑛→+∞

sin(𝑛)
𝑛

= 0.

La suite converge vers zéro.
Affirmation 4 fausse

5.
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0 1 2 3 4 5−1
0

−1

1

2

3

4

5

O

I

A

B

L’aire du domaine grisé est égale à la différence de deux aires :

• l’aire de la surface limitée par l’axe des abscisses, les droites d’équation 𝑥 = 0 et 𝑥 = 4 et la repré-
sentation graphique de la fonction définie sur ℝ par 𝑓 ∶ 𝑥⟼−𝑥2+4𝑥+1.
La fonction 𝑓 étant manifestement positive sur l’intervalle [0 ; 3], cette aire est l’intégrale (en u.

a.)∫
3

0
𝑓(𝑥)d𝑥 =∫

3

0
−𝑥2+4𝑥+1)d𝑥 = [−

𝑥3

3
+2𝑥2+𝑥]

3

0
=−

33

3
+2×32+3−(−

03

3
+2×02+0) =

−
27
3
+18+3 = 22−9 = 12 (u.a.) et

• l’aire du trapèze rectangle OIAB soit
OI+AB

2
×OB;

On a de façon évidente : OI = 1, AB = 4 et OB = 3, donc

𝒜(OIAB) =
1+4
2

×3 =
15
2

(u.a)

Si𝒜(𝐺) est l’aire de la surface grisée alors

𝒜(𝐺) = 12−
15
2
=
24−15

2
=
9
2
= 4,5 (u.a.).

Affirmation 5 fausse

Remarque : on peut aussi dire que𝒜(𝐺) est la différence de l’intégrale de la fonction 𝑓(𝑥) = −𝑥2+
4𝑥+1 et de l’intégrale de la fonction 𝑔(𝑥) = 𝑥+1 sur l’intervalle [0 ; 3].

𝒜(𝐺) =∫
3

0
(−𝑥2+4𝑥+1) d𝑥−∫

3

0
(𝑥+1)d𝑥, soit par linéarité de l’intégrale :

𝒜(𝐺) =∫
3

0
(−𝑥2+4𝑥+1−(𝑥+1))d𝑥 =∫

3

0
(−𝑥2+4𝑥+1−𝑥−1))d𝑥 =∫

3

0
(−𝑥2+3𝑥)d𝑥 =∫

3

0
𝑥(3−

𝑥) ∶ d𝑥.
Il faut alors considérer cette fonction trinôme 𝑥⟼𝑥(𝑥−3) qui est négative sauf entre ses racines
0 et 3 sui est justement l’intervalle d’intégration.
Il faut alors rappeler que cette fonction polynôme trinôme est continue sur ℝ donc en particulier
sur [0 ; 3], donc intégrale sur cet intervalle et affirmer que

𝒜(𝐺) =∫
3

0
(−𝑥2+3𝑥)d𝑥 = [−

𝑥3

3
+3

𝑥2

2
]
3

0
=−

33

3
+3×

32

2
−
03

3
−3×

02

2
= −9+

27
2
=
−18+27

2
=
9
2
≠
13
2
.
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