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Le sujet est composé de 3 exercices indépendants.
Le candidat doit traiter tous les exercices.

EXERCICE 1 10 points
Commun a tous les candidats

Partie I
Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repere orthonormal, les courbes 6 et 6> repré-
sentatives de deux fonctions fj et f, définies sur l'intervalle ]0 ; +oo].

3 —+4
61
2 —+4
1 g
62
8 I l l l 1
0 1 2 3 4 [
_1 .

On sait que :
— l’axe des ordonnées est asymptote aux courbes 6, et 6»
— T’axe des abscisses est asymptote a la courbe 6>
— lafonction f, est continue et strictement décroissante sur I'intervalle ]0 ; +oo[
— lafonction fj est continue et strictement croissante sur I'intervalle ]0 ; +oo[

— lalimite quand x tend vers +oo de fj (x) est +oo.

Pour chacune des quatre questions de cette partie, une seule des trois propositions est exacte. Le can-
didat indiquera sur la copie la réponse choisie. Aucune justification n'est demandée. Chaque réponse
juste rapporte 0,5 point. Une réponse fausse ou l'absence de réponse n'est pas sanctionnée.

1. Lalimite quand x tend vers 0 de f>(x) est:

e 0 e +o0 « On ne peut pas conclure
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. Lalimite quand x tend vers +oo de f>(x) est:

e 0 0,2 * On ne peut pas conclure

. En +o0, 61 admet une asymptote oblique :

e Oui e Non + On ne peut pas conclure

. Le tableau de signes de f>(x) — fi(x) est:

X 0
f2(0-fix)

+00 X 0
f2() = f1(x)

+00 X 0
f2(0) - f1(®)

+00

.
+
.
|
.

+0 -

Partie Il

On considére la fonction f définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par

=W N =

(3]

1
fx) —ln(x)+1—;.

. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
. Etudier les variations de la fonction f surl'intervalle ]0 ; +ool.
. En déduire le signe de f(x) lorsque x décrit I'intervalle 10 ; +ool.

. Montrer que la fonction F définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par

F(x) = xIn x —In x est une primitive de la fonction f sur cet intervalle.

. Démontrer que la fonction F est strictement croissante sur l'intervalle ]1 ; +ool.

1
. Montrer que I’équation F(x) = 1—— admet une unique solution dansl'intervalle ]1 ; +oo[ qu’on
e

note a.

. Donner un encadrement de & d’amplitude 107!.

Partie I11

Soit g et h les fonctions définies sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par :

glx) = et h(x)=In(x)+1.

1
X

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repére orthonormal, les courbes €, et €, re-
présentatives des fonctions g et h.

Pondichéry 4
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1. Aestle point d’'intersection de la courbe 6}, et de I'axe des abscisses. Déterminer les coordon-
nées du point A.

2. Pestle point d’intersection des courbes €, et 6. Justifier que les coordonnées du point P sont
1;1).

3. On note &/ I'aire du domaine délimité par les courbes €, €}, et les droites d’équations respec-
tives x = % et x = 1 (domaine grisé sur le graphique).
a. Exprimer l'aire «/ al'aide de la fonction f définie dans la partie II.
b. Montrer que o« =1— é.

4. Soit t un nombre réel de l'intervalle ]1 ; +oo[. On note 98; I'aire du domaine délimité par les
droites d’équations respectives x = 1, x = t et les courbes 6y et 6}, (domaine hachuré sur le
graphique).

On souhaite déterminer une valeur de ¢ telle que «f = %8;.
a. Montrer que %; = tIn(t) —In(¥).
b. Conclure.

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Partie 1

Dans cette partie, ABCD est un tétraedre régulier, c’est-a-dire un solide dont les quatre faces sont des
triangles équilatéraux.

Pondichéry 5 13 avril 2011
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A’ est le centre de gravité du triangle BCD.
Dans un tétraédre, le segment joignant un sommet au centre de gravité de la face opposée est appelé
médiane. Ainsi, le segment [AA’] est une médiane du tétraédre ABCD.
1. On souhaite démontrer la propriété suivante :
(27)) : Dans un tétraedre régulier, chaque médiane est orthogonale a la face opposée.
a. Montrer que AA’ - BD =0etque AA’ - BC =0. (On pourra utiliser le milieu I du segment
[BD] et le milieu ] du segment [BC]).
b. En déduire que la médiane (AA’) est orthogonale a la face BCD.

Un raisonnement analogue montre que les autres médianes du tétraédre régulier ABCD
sont également orthogonales a leur face opposée.

2. Gestl'isobarycentre des points A, B, C et D.
On souhaite démontrer la propriété suivante :
(9%) : Les médianes d’'un tétraedre régulier sont concourantes en G.
En utilisant I'associativité du barycentre, montrer que G appartient a la droite (AA’), puis conclure.

Partie Il

On munit 'espace d'un repére orthonormal (O R 7, 76))
On considere les points P(1;2;3), Q(4; 2; —1) etR(-2; 3; 0).

1. Montrer que le tétraédre OPQR n’est pas régulier.

2. Calculer les coordonnées de P/, centre de gravité du triangle OQR.

3. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (OQR) est:3x+2y + 16z =0.
4, Lapropriété (97) de la partie 1 est-elle vraie dans un tétraedre quelconque?

EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A

On considére, dans un repere (O H AR IS k) de l'espace, la surface ¥ d’équation :

z= (x—y)z.

Pondichéry 6 13 avril 2011
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1. On note & l'intersection de .¥ avec le plan 27, d’équation z = 0.
Déterminer la nature de &;. On note & 'intersection de .# avec le plan &%, d’équation x = 1.
Déterminer la nature de &».

Partie B

On considére, dans un repere (O HE R IS k) de I'espace, la surface .’ d’équation :

z=Xxy.
1. On note &3 'intersection de .%’ avec le plan 27; d’équation z = 0.
Déterminer la nature de &3

2. On note &, l'intersection de %’ avec le plan 75 d’équation z = 1.
Déterminer la nature de &,.

Partie C

On note &5 l'intersection de . et de ..

Dans cette partie, on souhaite démontrer que le seul point appartenant a &5 dont les coordonnées
sont des entiers naturels est le point O(0; 0; 0).

On suppose qu’il existe un point M appartenant a &5 et dont les coordonnées x, y et z sont des entiers
naturels.

1. Montrer que si x = 0, alors le point M est le point O.
2. On suppose dorénavant que 'entier x n’est pas nul.
a. Montrer que les entiers x, y et z vérifient x> —3xy + y* = 0.
En déduire qu'’il existe alors des entiers naturels x’ et y’' premiers entre eux tels que
x? _3x/y/ +y/2 =0.
b. Montrer que x’ divise y'?, puis que x’ divise y'.
Etablir que y’ vérifie la relation 1 -3y’ + y"2 = 0.

e

d. Conclure.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

Un jeu consiste a lancer des fléchettes sur une cible. La cible est partagée en quatre secteurs, comme
indiqué sur la figure ci-dessous.

Pondichéry 7 13 avril 2011
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On suppose que les lancers sont indépendants et que le joueur touche la cible a tous les coups.

1. Lejoueur lance une fléchette.
On note py la probabilité d’obtenir 0 point.
On note p3 la probabilité d’obtenir 3 points.
On note ps la probabilité d’obtenir 5 points.

1 1
On a donc pp + p3 + ps = 1. Sachant que ps = 3 p3 et que ps = 3 po déterminer les valeurs de

Po, ps et ps:

2. Une partie de ce jeu consiste a lancer trois fléchettes au maximum. Le joueur gagne la partie
s'il obtient un total (pour les 3 lancers) supérieur ou égal a 8 points. Si au bout de 2 lancers, il a
un total supérieur ou égal a 8 points, il ne lance pas la troisieme fléchette.

On note Gy I'événement : « le joueur gagne la partie en 2 lancers ».
On note G3 I'événement : «le joueur gagne la partie en 3 lancers ».
On note P I'évenement : «le joueur perd la partie ».

On note p(A) la probabilité d'un événement A.

5
a. Montrer, en utilisant un arbre pondéré, que p (Go) = TR

On admettra dans la suite que p (G3) = %
b. En déduire p(P).
3. Unjoueur joue six parties avec les régles données a la question 2.
Quelle est la probabilité qu’il gagne au moins une partie?

4. Pour une partie, la mise est fixée a 2 €.
Sile joueur gagne en deux lancers, il recoit 5 €. S'il gagne en trois lancers, il recoit 3 €. S’il perd,
il ne recoit rien.
On note X la variable aléatoire correspondant au gain algébrique du joueur pour une partie.
Les valeurs possibles pour X sont donc: -2, 1 et 3.
a. Donner la loi de probabilité de X.
b. Déterminer |'espérance mathématique de X. Le jeu est-il favorable au joueur?

Pondichéry 8 13 avril 2011
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EXERCICE 1 5 points

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O ; U, v )
On considere les points A et B d’affixes respectives: a=iet b=1+i.
i /2
On note : r la rotation de centre A, d’angle > g la rotation de centre B, d’angle 5 et ro la rotation

de centre O, d’angle — g

Partie A

On considere le point C d’affixe ¢ = 3i. On appelle D I'image de C par ry, G I'image de D par rg et H
I'image de C par ro.
On note d, g et h les affixes respectives des points D, G et H.

1. Démontrer que d = -2 +1.
2. Déterminer g et h.

3. Démontrer que le quadrilatere CDGH est un rectangle.
Partie B

On considére un point M, distinct de O et de A, d’affixe m. On appelle N I'image de M par ra, P
I'image de N par rp et Q I'image de M par ro.
On note n, p et q les affixes respectives des points N, P et Q.

1. Montrer que n =im+1+i. Onadmettraque p=-m+1+ietg=—im.

2. Montrer que le quadrilatere M NPQ est un parallélogramme.
m-n . 1
p-n o
b. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Déterminer 'ensemble (I') des points M tels que le quadrilatere M N PQ soit un rectangle.

3. a. Montrer |'égalité :

EXERCICE 2 4 points

Les parties A et B sont indépendantes

Partie A

Une salle informatique d’un établissement scolaire est équipée de 25 ordinateurs dont 3 sont défec-
tueux. Tous les ordinateurs ont la méme probabilité d’étre choisis.

On choisit au hasard deux ordinateurs de cette salle.

Quelle est la probabilité que ces deux ordinateurs soient défectueux?

Partie B

La durée de vie d'un ordinateur (c’est-a-dire la durée de fonctionnement avant la premiére panne),
est une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de parametre A avec 1 > 0.
Ainsi, pour tout réel ¢ positif, la probabilité qu'un ordinateur ait une durée de vie inférieure a ¢ années,

t
notée p(X < 1), estdonnée par: p(X < 1) =[ le M dx.
0
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1. Déterminer A sachant que p(X >5) =0,4.

2. Dans cette question, on prendra A = 0,18.
Sachant qu'un ordinateur n'a pas eu de panne au cours des 3 premieres années, quelle est, a
1073 pres, la probabilité qu’il ait une durée de vie supérieure a 5 ans?
3. Dans cette question, on admet que la durée de vie d'un ordinateur est indépendante de celle
des autres et que p(X >5) =0,4.
a. On considere un lot de 10 ordinateurs.

Quelle est la probabilité que, dans ce lot, I'un au moins des ordinateurs ait une durée de
vie supérieure a 5 ans? On donnera une valeur arrondie au millieme de cette probabilité.

b. Quel nombre minimal d’ordinateurs doit-on choisir pour que la probabilité de I'évene-
ment «'un au moins d’entre eux a une durée de vie supérieure a 5 ans » soit supérieure a
0,999?

EXERCICE 3 5 points

Partie A : Restitution organisée de connaissances

On consideére trois points A, B et C de I'espace et trois réels a, b et ¢ de somme non nulle.
Démontrer que, pour tout réel k strictement positif, 'ensemble des points M de I'espace tels que

“ aMA +bMB +cMC “ = k est une sphére dont le centre est le barycentre des points A, B et C affectés
des coefficients respectifs a, b et c.

Partie B

On considére le cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1 représenté ci-dessous.
Il n'est pas demandé de rendre le graphique avec la copie.

L'espace est rapporté au repere orthonormal (A ; AB , K]S, ﬁ)

1. Démontrer que le vecteur 7{ de coordonnées (1; 0; 1) est un vecteur normal au plan (BCE).
2. Déterminer une équation du plan (BCE).

3. On note (A) la droite perpendiculaire en E au plan (BCE).
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A).
4. Démontrer que la droite (A) est sécante au plan (ABC) en un point R, symétrique de B par
rapportaA.
5. a. Démontrer que le point D est le barycentre des points R, B et C affectés des coefficients
respectifs 1, —1 et 2.
b. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 'ensemble (S) des points M de
I'espace tels que “ MR - MB + 2%“ =2v2.
c. Démontrer que les points B, E et G appartiennent a I’ensemble (S).

d. Démontrer que l'intersection du plan (BCE) et de I'ensemble (S) est un cercle dont on
précisera le rayon.

Amérique du Nord 10 27 mai 2011
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EXERCICE 3 5 points

Enseignement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances
Démontrer le théoréeme de Gauss en utilisant le théoreme de Bézout.
Partie B

On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat :
«Si p est un nombre premier et g un entier naturel premier avec p, alors
q’”‘l =1 (modulop)».

On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel 7 non nul par :

U, =2"+3"+6"-1.
1. Calculer les six premiers termes de la suite.

2. Montrer que, pour tout entier naturel » non nul, u, est pair.

3. Montrer que, pour tout entier naturel n pair non nul, u; est divisible par 4.
On note (E) I'ensemble des nombres premiers qui divisent au moins un terme de la suite (u;,).

4. Les entiers 2, 3, 5 et 7 appartiennent-ils a 'ensemble (E) ?

5. Soit p un nombre premier strictement supérieur a 3.
a. Montrer que : 6 x 2P=2=3 (modulo p) et 6 x 3P=2=2 (modulo p).
b. En déduire que 6u,» =0 (modulo p).
c. Le nombre p appartient-il a 'ensemble (E)?

EXERCICE 4 6 points
Partie A
On consideére la fonction g définie sur [0 ; +ool par

gx)=e"—x-1.

1. Etudier les variations de la fonction g.

Amérique du Nord 11 27 mai 2011
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2. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3. En déduire que pour tout x de [0; +oo[, e* — x> 0.
Partie B

On considére la fonction f définie sur [0; 1] par

e* -1
fx)=——.

e

La courbe (€¥) représentative de la fonction f dans le plan muni d'un repére orthonormal est donnée
en annexe.

Cette annexe sera complétée et remise avec la copie a la fin de I'épreuve.

On admet que f est strictement croissante sur [0; 1].

1. Montrer que pour tout x de [0; 1], f(x) € [0; 1].
2. Soit (D) la droite d’équation y = x.
_(1-xgk)
e*—x
Ftudier la position relative de la droite (D) et de la courbe (€¥) sur [0; 1].

Montrer que pour tout x de [0; 1], f(x) —x

. Déterminer une primitive de f sur [0; 1].
. Calculer l'aire, en unités d’aire, du domaine du plan délimité par la courbe (%), la droite
(D) et les droites d’équations x =0 et x = 1.

e T B

Partie C

On considere la suite (u,,) définie par :

1
{ uo _ E
up+1 = f(up), pourtoutentier naturel n.

1. Construire sur 'axe des abscisses les quatre premiers termes de la suite en laissant apparents
les traits de construction.

1
2. Montrer que pour tout entier naturel n, 5 SupSup <1

3. En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Amérique du Nord 12 27 mai 2011
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ANNEXE

Cette page sera complétée et remise avec la copie a la fin de l'épreuve

EXERCICE 4
y
1
/
r
yd
//
//
//
/
/
/
/
/
//
/
/
/
0
O 0 1 X
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Dans l'espace muni d'un repere orthonormal (O H A BN o ), on donne les trois points :

A(l;2;-1),B(-3; -2;3)etC(0; -2; —3)

1. a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b. Démontrer que le vecteur 71)(2 ; —1; 1) est un vecteur normal au plan (ABC).
2. Soit (P) le plan dont une équation cartésienne est x+ y—z+2 =0.
Démontrer que les plans (ABC) et (P) sont perpendiculaires.
3. On appelle G le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, —1) et (C, 2).
a. Démontrer que le point G a pour coordonnées (2; 0; —5).
b. Démontrer que la droite (CG) est orthogonale au plan (P).
c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CG).
d. Déterminer les coordonnées du point H, intersection du plan (P) avec la droite (CG).
4. Démontrer que 'ensemble (S) des points M de I'espace tels que
H MA - MB +2MC H = 12 est une sphére dont on déterminera les éléments caractéristiques.

5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’'initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de l'intersection du plan (P) et de la
sphere (S).

EXERCICE 2 3 points
Commun a tous les candidats

Pour chaque question, une seule des réponses est exacte.

Le candidat portera sur sa copie, sans justification, le numéro de la question et la lettre correspondant
a la réponse choisie.

Il sera attribué 0,5 point si la réponse est exacte, 0 sinon.

1. Un magasin de matériel informatique vend deux modeles d’ordinateur au méme prix et de
marques M; et M. Les deux ordinateurs ont les mémes caractéristiques et sont proposés en
deux couleurs : noir et blanc.

D’apres une étude sur les ventes de ces deux modeles, 70 % des acheteurs ont choisi I'ordi-
nateur M et, parmi eux, 60 % ont préféré la couleur noire. Par ailleurs, 20 % des clients ayant
acheté un ordinateur M, 1'ont choisi de couleur blanche.

On utilise la liste des clients ayant acheté 'un ou I'autre des ordinateurs précédemment cités
et on choisit un client au hasard.

a. La probabilité qu'un client choisi au hasard ait acheté un ordinateur M, de couleur noire
est:

3 4 3 6
RéponseA: — RéponseB: — RéponseC: — RéponseD: —
5 5 50 25
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b. La probabilité qu'un client choisi au hasard ait acheté un ordinateur de couleur noire est :

21 33 3 12
RéponseA: — RéponseB: — RéponseC: — RéponseD: —
50 50 5 25

c. Le client a choisi un ordinateur de couleur noire. La probabilité qu’il soit de marque M,

est:
) 4 ) 6 ) 7 ) 33
RéponseA: — RéponseB: — RéponseC: — RéponseD: —
11 25 11 50
2. Une urne contient 4 boules jaunes, 2 boules rouges et 3 boules bleues.
Les boules sont indiscernables au toucher.
Lexpérience consiste a tirer au hasard et simultanément 3 boules de I'urne.
a. La probabilité d’obtenir trois boules de méme couleur est :
) 11 ) 2 ) 5 ) 4
RéponseA: — RéponseB: - RéponseC: — RéponseD: —
81 7 84 63
b. La probabilité d’obtenir trois boules de trois couleurs différentes est :
2 1 1 79
RéponseA: — RéponseB: — RéponseC: — RéponseD: —
7 7 21 84

c. On répete plusieurs fois 'expérience, de maniere indépendante, en remettant a chaque
fois les trois boules dans l'urne.

Le nombre minimal d’expériences a réaliser pour que la probabilité de I'événement « ob-
tenir au moins une fois trois boules jaunes » soit supérieure ou égale a 0,99 est :

RéponseA: 76 RéponseB: 71 RéponseC: 95 RéponseD: 94

EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi 'enseignement obligatoire
Partie A : Restitution organisée de connaissances

Prérequis : On suppose connu le résultat suivant :

Quels que soient les nombres complexes non nuls z et z/, arg(z x z') = arg(z) + arg(2) a 27 pres.
z

Démontrer que, quels que soient les nombres complexes non nuls z et z/, on a : arg(—,) = arg(z) -
z

arg(z') a2z pres.

Partie B

Dans le plan complexe muni d'un repeére orthonormal direct (O U, v ), on considere les points A et
B d’affixes respectives :

za=1—-1 et zp =2+V3+1.
1. Déterminer le module et un argument de za.

- . <B P
2. a. Ecrire — sous forme algébrique.
<A

b. Montrer que 2 = (1+V3)e's.
2A

Liban 15 31 mai 2011
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c. En déduire la forme exponentielle de zg.
7
3. On note B; I'image du point B par la rotation r de centre O et d’angle s

a. Déterminer I'affixe du point B;.
b. En déduire que le point B, est le symétrique du point B par rapport a I'axe (O ; ;)
4. Soit M un point du plan. On note M; I'image du point M par la rotation r et M’ le symétrique
du point M; par rapport a l'axe (O ; Z)
On désigne par (E) 'ensemble des points M du plan tels que M' = M.

a. Montrer que les points O et B appartiennent a 'ensemble (E).

b. Soit M un point distinct du point O.
Son affixe z est égale a pe'? ot p est un réel strictement positif et  un nombre réel.
Montrer que l'affixe z’ du point M’ est égale a pei(%_g) puis déterminer I'ensemble des
valeurs du réel 0 telles que M appartienne a’ensemble (E).

c. Déterminer I'’ensemble (E).

EXERCICE 3 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

On se place dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct.
Prérequis : L'écriture complexe d’une similitude directe est de la forme z’' = az+ b o1 a et b sont deux
nombres complexes tels que a # 0.

Démontrer que si A, B, A’ et B’ sont quatre points du plan tels que A # Bet A’ # B, alors il existe une
unique similitude directe transformant Aen A’ et Ben B'.

Partie B

—_— — A
On consideére le triangle rectangle isocéle ABC tel que (AB, AC) =3 modulo 27.

On note D le symétrique de A par rapport au point C.
On désigne par s la similitude directe transformant D en C et C en B.

1. Déterminer le rapport et 'angle de la similitude s.
2. On appelle Q le centre de la similitude s.
a. En utilisant la relation BE = 56 - 5]3, démontrer que DC2 = QD2
b. En déduire la nature du triangle QDC.
3. Onposeo = sos.
a. Quelle est la nature de la transformation o ? Préciser ses éléments caractéristiques.
b. Déterminer I'image du point D par la transformation o.
4. Démontrer que le quadrilatere ADQB est un rectangle.
5. Dans cette question, le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (A; ;, ?),
choisi de maniere a ce que les points A, B, C et D aient comme affixes respectives 0, 1, i et 2i.
a. Démontrer que I'écriture complexe de la similitude s est :

Z =(1+i)z+2—1ou z et z’ désignent respectivement les affixes d’'un point M et de son
image M’ par s.
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b. Onnote x et x’, y et J' les parties réelles et les parties imaginaires de z et z'.
/

-y+2
Démontrer que { x’ Y
y = x+y-1

c. Soit] le point d’affixe 1 + 3i.

Existe-t-il des points M du plan dont les coordonnées sont des entiers relatifs et tels que

AM' - A] =0, M’ désignant 'image du point M par s?

EXERCICE 4 7 points
Commun a tous les candidats
Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par
fx)=x+e™ "
On note (¥) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; 7, 7)
Partie A
1. Etudier les variations de la fonction fsur[0; +ool.
2. Déterminer la limite de f en +oo.
3. Montrer que (¥) admet une asymptote oblique dont on précisera une équation.
Partie B
On considere la suite (u;,) n>1 a termes positifs définie par :
u1 =0 et, pour tout entier naturel nnon nul, uy+1 = f (Uy) = u, +e 7.
1. Démontrer que, pour tout réel x positif, In(1 + x) < x.
On pourra étudier la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = x —In(1 + x).
1
2. En déduire que, pour tout entier naturel #z non nul, In(n + 1) <In(n) + —.
n
. . 1
3. Démontrer que, pour tout entier naturel » non nul, f[In(n)] =In(n) + —.
n
4. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel z non nul,
In(n) < uy.
5. En déduire la limite de la suite (1) n>1
Dans la suite de I'exercice, on admet que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,
1 1
Up <1+ -4+ ——.
ST n—1
‘ . - o 1 ko
6. a. Démontrer que, pour tout entier k supérieur ou égal a2, ona: T < —dx.
k-1 X
b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égala2,ona:
Up <l+In(n-1).
7. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a montré que In(n) < u, < 1+In(n-1).
u
Démontrer que la suite ( converge vers 1.
In(n) ) 12
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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une démons-
tration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute
trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans
lévaluation.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O ; Z, TJ))
1. Soient A le point d’affixe 2 — 5i et B le point d’affixe 7 — 3i.
Proposition 1 : Le triangle OAB est rectangle isocele.

2. Soit (A) I'ensemble des points M d’affixe z telle que |z —i| = |z + 2i].
Proposition 2 : (A) est une droite parallele a I'axe des réels.

3. Soit z=3+iV3.

Proposition 3 : Pour tout entier naturel n non nul, z3" est imaginaire pur.
4. Soit zun nombre complexe non nul.

Proposition 4 : Si g est un argument de z alors [i+ z| = 1 +]z].

5. Soit z un nombre complexe non nul.

1
Proposition 5 : Sile module de z est égal a 1 alors z? + — estun nombre réel.
z

Exercice 2 5 points
Enseignement obligatoire

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties successives.
On admet que :

la probabilité qu’il gagne la premiére partie est de 0,1;
s'il gagne une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0,8;

s'il perd une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0,6.

On note, pour tout entier naturel z non nul :

G, I'événement «le joueur gagne la n-iéme partie »;

pn la probabilité de I'évenement G-

Onadonc p; =0,1.

1
. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, p,+1 = =Pn +-.

. 3 13(1\"
. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, p, = 1T (—) .

1. Montrer que p» = 0,62. On pourra s’aider d'un arbre pondéré.

2. Lejoueur a gagné la deuxieme partie. Calculer la probabilité qu’il ait perdu la premiere.
3.
4

Calculer la probabilité que le joueur gagne au moins une partie sur les trois premieres parties.
3
5

. Déterminer la limite de la suite (p,) quand 7 tend vers +oo.

3
. Pour quelles valeurs de I'entier naturel n a-t-on: 1 pn<10772
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Exercice 2 5 points
Enseignement de spécialité

On rappelle la propriété, connue sous le nom de petit théoreme de Fermat :
Si p est un nombre premier et a est un entier naturel non divisible par p, alors
aP~'=1 (modulop).

On consideére la suite (u,,) d’entiers naturels définie par :

up = let, pour tout entier naturel n, u,,+1 = 10u,, + 21.

ot

. Calculer uy, uy et us.

»

a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 3u, = 10"+ —7.
b. En déduire, pour tout entier naturel n, 'écriture décimale de u,-

3. Montrer que u, est un nombre premier.

On se propose maintenant d’étudier la divisibilité des termes de la suite (u,,) par certains nombres
premiers.

4. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 3u,, =4—(-1)" (modulo11).
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u, n’est pas divisible par 11.

6. a. Démontrer I'égalité : 10’ =1 (modulo17).
b. En déduire que, pour tout entier naturel k, 1143 est divisible par 17.

Exercice 3 5 points
Commun a tous les candidats
Partie A : Restitution organisée de connaissances
On supposera connus les résultats suivants :

e Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b].

Pour tous réels a et §, fb[au(x) + fr(x)]dx = afb u(x)dx+ ﬁfb v(x) dx.
a a a

¢ Si u désigne une fonction continue sur un intervalle [a; b] et U une primitive de u sur [a ; b]

alors fb u(x)dx = [U(x)]Z =U(b)-Ul(a).

a

En utilisant la formule de dérivation d'un produit de deux fonctions dérivables, a dérivées continues
sur un intervalle [a ; b], démontrer la formule d’intégration par parties.

Partie B
On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par
fx) = *Inx.

La courbe (¥) représentative de la fonction f dans le plan muni d'un repére orthonormal (O A | )
est donnée en annexe.

1. a. Déterminer la limite de f en +oo.
b. Ftudier les variations de fsurl0; +ool.
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2. Pour cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, sera prise en compte dans l'éva-
luation.

Démontrer qu’il existe une tangente unique a la courbe (€¢) passant par O. Préciser une équa-
tion de cette tangente.

3. On considere le solide obtenu par rotation autour de I'axe (Ox) de la région plane délimitée par
1
la courbe (€), 'axe (Ox) et les droites d’équations x = — et x = 1.
e

On note V une mesure, exprimée en unités de volume, du volume de ce solide et on admet
que:

1
V= fl nlf (%)) dx.

a. Montrer qu'une primitive de la fonction x — x*In x sur ]0 ; +oo est la fonction x —

a (51 1)
—(Bnx-1).
25

b4 37
b. En déduire, a'aide d’'une intégration par parties, que : V = 15 (2 - —)

Exercice 4 5 points

Commun a tous les candidats.

On considere le cube ABCDEFGH de c6té 1 représenté ci-dessous.

H G

A B

Dans tout I'exercice, I'espace est rapporté au repere orthonormal (D ; 5;‘;, _156, _D—ﬁ) On note K le
barycentre des points pondérés (D, 1) et (E 2).

Partie A

. . (2 2 2
1. Montrer que le point K a pour coordonnées 333/

2. Montrer que les droites (EK) et (DF) sont orthogonales.
3. Calculer la distance EK.

Partie B

Soit M un point du segment [HG].
On note m = HM (m est donc un réel appartenant a [0; 1]).
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1. Montrer que, pour tout réel m appartenant a l'intervalle [0; 1], le volume du tétraedre EMFD,

en unités de volume, est égal a rt

2. Montrer qu'une équation cartésienne du plan (MFD) est (-1+m)x+y—mz=0.
3. On note d;;, la distance du point E au plan (MFD).

a. Montrer que, pour tout réel m appartenant a l'intervalle [0; 1],

1
dp = .
V2m2 -2m+2

b. Déterminer la position de M sur le segment [HG] pour laquelle la distance d,, est maxi-
male.

c. En déduire que lorsque la distance dj,;, est maximale, le point K est le projeté orthogonal
de E sur le plan (MFD).
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ANNEXE

Exercice 3
Cette page ne sera pas a rendre avec la copie
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (O ; ;, ;) On prendra 2 cm pour unité
graphique. On appelle J le point d’affixe i.

1. On considere les points A, B, C, H d’affixes respectives a=-3—i, b=-2+4i,c=3-iet h=-2.
Placer ces points sur une figure, qui sera complétée au fur et a mesure de 'exercice.

2. Montrer que J est le centre du cercle € circonscrit au triangle ABC. Préciser le rayon du cercle
€.

3. Calculer, sous forme algébrique, le nombre complexe " ¢ . En déduire que les droites (AH) et

(BC) sont perpendiculaires.

Dans la suite de l'exercice, on admet que H est I'orthocentre du triangle ABC, c’est-a-dire le point
d’intersection des hauteurs du triangle ABC.

4. On note G le centre de gravité du triangle ABC. Déterminer l'affixe g du point G. Placer G sur
la figure.

5. Montrer que le centre de gravité G, le centre du cercle circonscrit J et 'orthocentre H du tri-
angle ABC sont alignés. Le vérifier sur la figure.

6. On note A’ le milieu de [BC] et K celui de [AH]. Le point A’ a pour affixe

, 1 3.
a=—-+-1
272

a. Déterminer l'affixe du point K.
b. Démontrer que le quadrilatére K HA’J est un parallélogramme.

EXERCICE 2 6 points
Commun a tous les candidats

1. Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

f(x)=xe*-1.

a. Déterminer la limite de la fonction f en +oo et étudier le sens de variation de f.

b. Démontrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur l'intervalle [0 ; +ool.
Déterminer une valeur approchée de a 2 102 pres.

c. Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

2. On note ¥ la courbe représentative de la fonction exponentielle et I" celle de la fonction loga-
rithme népérien dans le plan muni d'un repéere orthonormé (O A | )
Les courbes € et I' sont donnée en annexe 1.

Soit x un nombre réel strictement positif. On note M le point de € d’abscisse x et N le point de
I' d’abscisse x.

On rappelle que pour tout réel x strictement positif, e* > In(x).

a. Montrer que la longueur M N est minimale lorsque x = @. Donner une valeur approchée
de cette longueur minimale 4 102 pres.
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b. En utilisant la question 1., montrer que % = é. En déduire que la tangente a € au point
d’abscisse a et la tangente a I' au point d’abscisse a sont paralléles.
3. a. Soit hla fonction définie sur ]0 ; +oo[ par h(x) = xIn(x) — x. Montrer que la fonction h est
une primitive de la fonction logarithme népérien sur ]0 ; +ool.

b. Calculer la valeur exacte, puis une valeur approchée a 1072 pres, de l'aire (exprimée en
unités d’aire) de la surface hachurée sur la figure jointe en annexe 1.

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Cet exercice est questionnaire a choix multiples constitué de quatre questions indépendantes. Pour cha-
cune d’elles, une seule des quatre propositions est exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse
choisie. Aucune justification n'est demandée.

1l sera attribué un point si la réponse est exacte, zéro sinon.

1. Dans un stand de tir, la probabilité pour un tireur d’atteindre la cible est de 0,3. On effectue n
tirs supposés indépendants. On désigne par p,, la probabilité d’atteindre la cible au moins une
fois sur ces n tirs.

La valeur minimale de n pour que p;, soit supérieure ou égale a 0,9 est :
a. 6 b. 7 c. 10 d. 12

2. On observe la durée de fonctionnement, exprimée en heures, d'un moteur Diesel jusqu’'a ce
que survienne la premiere panne. Cette durée de fonctionnement est modélisée par une va-
riable aléatoire X définie sur [0 ; +oo[ et suivant la loi exponentielle de parametre A = 0,0002.

t
Ainsi, la probabilité que le moteur tombe en panne avantl'instant f est p(X < £) = f e Mdx.
0

La probabilité que le moteur fonctionne sans panne pendant plus de 10 000 heures est, au mil-
lieme pres :

a. 0,271 b. 0,135 c. 0,865 d. 0,729

3. Un joueur dispose d'un dé cubique équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6. A chaque
lancer, il gagne s’il obtient 2, 3, 4, 5 ou 6; il perd s’il obtient 1.
Une partie est constituée de 5 lancers du dé successifs et indépendants.
La probabilité pour que le joueur perde 3 fois au cours d'une partie est :

125 625 25 3

a. ——— . —— Co ——— .
3888 648 7776 5

4. Soient A et B deux événements indépendants d'une méme univers Q tels que p(A) = 0,3 et
p(Au B) =0,65. La probabilité de I'événement B est :

a. 0,5 b. 0,35 c. 0,46 d. 0,7

EXERCICE 4 5 points Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

1. On considere I'équation (E) : 11x—7y =5, ou x et y sont des entiers relatifs.

a. Justifier, en énoncant un théoreme, qu’il existe un couple d’entiers relatifs (u; v) tels que
11u—"7v = 1. Trouver un tel couple.

b. En déduire une solution particuliere de 'équation (E).
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c. Résoudre I'équation (E).

d. Dansle planrapportéaunrepere orthonormé (O H N 7), on considere la droite D d’équa-
tion cartésienne 11x — 7y —5 = 0. On note 6 'ensemble des points M(x ; y) du plan tels
que 0 < x<50et0< y<50.

Déterminer le nombre de points de la droite D appartenant a 'ensemble € et dont les
coordonnées sont des nombres entiers.
2. On considere I'équation (F) : 11x%> —7y? = 5, oi1 x et y sont des entiers relatifs.
a. Démontrer que sile couple (x; y) est solution de (F), alors x2=2 y2 (mod 5).
b. Soient x et y des entiers relatifs. Recopier et compléter les deux tableaux suivants :

Modulo 5, x est congru a 0 1 2 3 4

Modulo 5, x? est congru a

Modulo 5, y est congru a 0 1 2 3 4

Modulo 5, 2y? est congru a

Quelles sont les valeurs possibles du reste de la division euclidienne de x? et de 2y par 52
c. En déduire que si le couple (x; y) est solution de (F), alors x et y sont des multiples de 5.

3. Démontrer que si x et y sont des multiples de 5, alors le couple (x ; y) n’est pas solution de (F).
Que peut-on en déduire pour I'équation (F)?

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas choisi '’enseignement de spécialité

Lespace est rapporté a un repere orthonormé (O 1, ], k )

On considere la droite D passant par le point A de coordonnées (3; —4; 1) et dont un vecteur direc-
teur est Z(l ;=35 1).

On considere la droite D’ dont une représentation paramétrique est :

x = -1-t
y = 2+t (teR)
z = 1-1¢

On admet qu'il existe une unique droite A perpendiculaire aux droites D et D'. On se propose de
déterminer une représentation paramétrique de cette droite A et de calculer la distance entre les
droites D et D’, distance qui sera définie a la question 5.

On note H le point d’intersection des droites D et A, H' le point d’intersection des droites D’ et A.
On appelle P le plan contenant la droite D et la droite A. On admet que le plan P et la droite D’ sont
sécants en H'. Une figure est donnée en annexe 2.

1. On considere le vecteur w de coordonnées (1; 0; —1). Démontrer que w est un vecteur direc-
teur de la droite A.

2. Soit 7{ le vecteur de coordonnées (3; 2 ; 3).

a. Démontrer que le vecteur n est normal au plan P.

b. Montrer qu'une équation cartésienne du plan P est 3x+2y+3z—-4 =0.
3. a. Démontrer que le point H' a pour coordonnées (—1; 2; 1).

b. En déduire une représentation paramétrique de la droite A.
4. a. Déterminer les coordonnées du point H.
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b. Calculer la longueur HH'.
5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Lobjectif de cette question est de montrer que, pour tout point M appartenant a D et tout point
M’ appartenanta D', MM’ > HH'.
a. Montrer que MM’ peut s’écrire comme la somme de HH’ et d’'un vecteur orthogonal a
HH'.

—_ 2 — 2
b. EndéduirequeHMM’H >HHH’ et conclure.

La longueur HH' réalise donc le minimum des distances entre une point de D et une point de D'.
On l'appelle distance entre les droites D et D'.

Annexe 1, exercice 2

7 €

Annexe 2, exercice 4 (non spé)
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O ; 7, 7)

1. Etude d’une fonction f On considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par:

f (x) = T

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle ]0 ; +ool.
On note 6 la courbe représentative de la fonction f dans le repére (O ; 7, 7) La courbe €
est représentée en annexe 1 (a rendre avec la copie).

a. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oo.

b. Calculer la dérivée f’ de la fonction f.

c. En déduire les variations de la fonction f.

2. Ftude d'une fonction g

On considére la fonction g définie sur l'intervalle ]0 ; +ool par :

_ (Inx)?

g(x)

On note 6, la courbe représentative de la fonction g dans le repére (O A | )

a. Déterminer la limite de g en 0, puis en +oo.

2
Apres Uavoir justifiée, on utilisera la relation : (in )* =4 (ln ﬁ) .
x Vx
b. Calculer la dérivée g’ de la fonction g.
c. Dresser le tableau de variation de la fonction g.
3. a. Démontrer que les courbes € et 6 possedent deux points communs dont on précisera
les coordonnées.
b. Etudier la position relative des courbes G et Cg.
c. Tracer sur le graphique de I'annexe 1 (a rendre avec la copie) la courbe €.
4. On désigne par «f l'aire, exprimée en unité d’aire, de la partie du plan délimitée, d’'une part par
les courbes € et 6, et d’autre part par les droites d’équations respectives x =1 et x = e.
En exprimant l'aire «/ comme différence de deux aires que 'on précisera, calculer 'aire <.

EXERCICE 2 5 points
Commun a tous les candidats

Dans le plan complexe on considere les points A, B et C d’affixes respectives

a=—2, b=>5iet c=4ainsi que les carrés ABIJ, AKLC et BCMN, extérieurs au triangle ABC, de centres
respectifs S, T et U.

La figure est donnée en annexe 2.

7
1. Donner I'écriture complexe de la rotation r de centre A et d’angle > En déduire que le pointJ
a pour affixe —7 + 2i.
On admettra que 'affixe du point K est —2 — 6i.
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2. Justifier que les droites (BK) et (JC) sont perpendiculaires et que les segments [BK] et [JC] ont
la méme longueur. Calculer cette longueur.

3. a. Calculer les affixes des points S et T.
b. Déterminer I'affixe du point U.
c. Démontrer que la droite (AU) est une hauteur du triangle STU.

4. Déterminer une mesure de 'angle (]—d, Kﬁ)

5. On admet que les droites (BK) et (JC) se coupent au point V d’affixe
v=-0,752+0,864i.
a. Etablir que les points A, V et U sont alignés.
b. Que représente la droite (AU) pour 'angle BVC?

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

On considére un cube ABCDEFGH, d'aréte de longueur 1. On note I le point d’intersection de la droite
(EC) et du plan (AFH).

1. On se place dans le repere (D ; 5;‘;, _156, _D—ﬁ)

Dans ce repére, les sommets du cube ont pour coordonnées :

A(1;0;0)B(1;1;0C(0;1;0D(0;0;0E1;0;1)F1;1;1)G(0;1;1)HO;0;1)

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (EC).
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (AFH).

c. En déduire les coordonnées du point I, puis montrer que le point I est le projeté orthogo-
nal du point E sur le plan (AFH).

3
d. Vérifier que la distance du point E au plan (AFH) est égale a %
e. Démontrer que la droite (HI) est perpendiculaire a la droite (AF).

Que représente le point I pour le triangle AFH?

2. Dans la suite de cet exercice, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme
non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Définitions :

e un tétraédre est dit de type 1 si ses faces ont méme aire;
» ilestditde type 2 siles arétes opposées sont orthogonales deux a deux;
« ilestditde type 3 s'il est ala fois de type 1 et de type 2.

Préciser de quel(s) type(s) est le tétraedre EAFH.
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EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On admet que la durée de vie (exprimée en années) d'un certain type de capteur de lumiere peut étre
modélisée par une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de parametre A (A strictement
positif), c’est-a-dire que la probabilité que ce capteur tombe en panne avant 'année ¢ (¢ positif)
s’exprime par :

t
F()=pX<1)=p(0; 1] =[ Ae M dx.
0

1. Restitution organisée de connaissances
Pré-requis :

p(AnB) PR
a. pp(A) = W (ol A et B sont deux évenements tels que p(B) #0);

b. p (Z) =1-p(A) (ol1 A est un événement);
c. p(la; b]) = F(b) — F(a) (ol a et b sont des nombres réels positifs tels que a < b).

Démontrer que, pour tout nombre réel positif s, on a:

F(t+s)—-F()
1-F(1)

)

Pit; +ool([E5 t+38]) =

etque pis; +o0) ([T; £+ s]) estindépendant du nombre réel .

Pour la suite de l'exercice, on prendral = 0,2.

2. Démontrer que la probabilité que le capteur ne tombe pas en panne au cours des deux pre-
miéres années est égale a e~ "4,

3. Sachant que le capteur n’est pas tombé en panne au cours des deux premieres années, quelle
est, arrondie au centiéme, la probabilité qu’il soit encore en état de marche au bout de six ans?

4. On considere un lot de 10 capteurs, fonctionnant de maniére indépendante.
Dans cette question, les probabilités seront arrondies a la sixiéeme décimale.

a. Déterminer la probabilité que, dans celot, il y ait exactement deux capteurs qui ne tombent
pas en panne au cours des deux premieres années.
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b. Déterminer la probabilité que, dans ce lot, il y ait au moins un capteur qui ne tombe pas
en panne au cours des deux premieres années.

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A : Restitution organisée de connaissances

1. Pré-requis : tout nombre entier n strictement supérieur a 1 admet au moins un diviseur pre-
mier.

Démontrer que tout nombre entier n strictement supérieur a 1 est premier ou peut se décom-
poser en produit de facteurs premiers (on ne demande pas de démontrer 'unicité de cette
décomposition).

2. Donner la décomposition en produit de facteurs premiers de 629.

Partie B

—_— — —
Dans un repere orthonormal (O 1, ], k ), on considere les surfaces I" et C d’équations respectives :

F:z=xy et C:x*+z°=1.

1. Donner la nature de la surface C et déterminer ses éléments caractéristiques.
2. Points d’intersection a coordonnées entieres des surfaces I" et C

a. Démontrer que les coordonnées (x; y; z) des points d’'intersection de I" et de C sont telles
que:

P (1+y4) =1

b. Endéduire que I et C ont deux points d’intersection dont les coordonnées sont des nombres
entiers relatifs.
3. Points d’intersection a coordonnées entieres de I' et d'un plan
Pour tout nombre entier naturel non nul 7, on désigne par P, le plan d’équation z = n* + 4.

a. Déterminer 'ensemble des points d’intersection de I" et du plan P; dont les coordonnées
sont des nombres entiers relatifs.

Pour la suite de 'exercice, on suppose n > 2.
b. Vérifier que: (n? —2n+2) (n®+2n+2) = n* +4.
. Démontrer que, quel que soit le nombre entier naturel n > 2, n* + 4 n’est pas premier.

d. En déduire que le nombre de points d’'intersection de I" et du plan P, dont les coordon-
nées sont des nombres entiers relatifs est supérieur ou égal a 8.

(<]

e. Déterminer les points d’intersection de I' et du plan P5 dont les coordonnées sont des
nombres entiers relatifs.
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Annexe 1 (exercice 1)

0,5 +

0,4 +

0,3 +

OCD

-0,1 4+

-0,4 4+
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Annexe 2 (exercice 2)
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Durée : 4 heures

o» Baccalauréat S Centres étrangers 16 juin 2011 e

EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

—

On consideére une droite 2 munie d'un repere (O . )
Soit (Ay) la suite de points de la droite & ainsi définie :

e Apestle point O;

A estle point d’abscisse 1;

pour tout entier naturel n, le point A, est le milieu du segment [A, A 41].

1. a. Placer sur un dessin la droite 9, les points Ay, Ay, A2, A3, As, As et Ag.
On prendra 10 cm comme unité graphique.
b. Pour tout entier naturel n, on note a, 'abscisse du point A,,.

Calculer ay, as, ay as et ag.
an + ap+1

c. Pour tout entier naturel n, justifier 'égalité : a, ., = 2

. . . 1
2. Démontrer par récurrence, que pour tout entier 7, a,+; = — > anp+1.

w

2
. Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = a, — 3

. O . 1
Démontrer que (v;) est une suite géométrique de raison — X

4. Déterminer la limite de la suite (v,,), puis celle de la suite (a;).

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Les cing questions sont indépendantes.

Pour chaque question une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou fausse, en justifiant la
réponse. Une réponse qui n'est pas justifiée ne sera pas prise en compte.

Toute justification incomplete sera valorisée.

Question 1
On considere, dans le plan complexe muni d'un repéere orthonormal direct (O A ), les points A,
B et C d’affixes respectives :

a=1+i, b=3i, c=

1
3+ -
V3 2

+i|—+2].
2
Affirmation

Le triangle ABC est un triangle équilatéral.

Question 2
On considere, dans le plan complexe muni d'un repere orthonormal direct (O U, v ), la transfor-

mation f dont une écriture complexe est : z' =

2i )
z.
V3+i
Affirmation

12
La transformation f est la rotation de centre O et d’angle 3"
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Question 3
On considére le nombre complexe a = (—v/3 +1i)
Affirmation
Le nombre complexe a est un nombre imaginaire pur.

2011

Question 4
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre A, ou A est un nombre stricte-
ment positif.

On rappelle que, pour tout réel ¢ strictement positif, la probabilité de 'événement (X < ) s’exprime
par P(X<t)=1-e M,

Affirmation

Sachant que X > 2, la probabilité que X appartienne a l'intervalle [2; 3] est égale a1 —e .

Question 5

Une urne contient au total n boules dont cing sont blanches et les autres noires.

On effectue 10 tirages successifs indépendants en remettant la boule dans 'urne apres chaque tirage.
Affirmation

La plus petite valeur de I'entier #, pour laquelle la probabilité d’obtenir au moins une boule noire sur
les 10 tirages est supérieure ou égale a 0,9999, est égale a 13.

EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Les cing questions sont indépendantes.

Pour chaque question une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou fausse, en justifiant la
réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Toute justification complete sera valorisée.

Question 1

On consideére I'équation (E) : 2x+ 11y =7, ou x et y sont des entiers relatifs.

Affirmation

Les seuls couples solutions de (E) sont les couples (22k—2; —4k+1), avec k appartenant a 'ensemble
Z des entiers relatifs.

Question 2
On considére 'entier N =1
Affirmation
Lentier N est congru a 4 modulo 7.

12011

Question 3
On considére, dans le plan complexe, les points A, B et C d’affixes respectives :

a=1+i ; b=3i ; c=(1—2\/§)+i(1—\/§).

Affirmation
7
Le point C est I'image du point B par la similitude directe de centre A, de rapport v'2 et d’angle — 2

Question 4
On considere, dans le plan complexe, les points A et B d’affixes respectives :

a=1+i ; b=2-i.

3 4.)_ 12 6)
————i|z+ .

Soit f la similitude d’écriture complexe : z’ = =T = + Ei

Affirmation
La transformation f est la réflexion d’axe (AB).
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Question 5

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O ; 7, 7, 75)

On considére la surface . dont une équation est : z = 4xy.

Affirmation

La section de la surface . par le plan d’équation z = 0 est la réunion de deux droites orthogonales.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

La figure ci-contre représente un cube ABCDEFGH
d’aréte 1. F
On désigne par I et J les milieux respectifs des
arétes [BC] et [CD].

Soit M un point quelconque du segment [CE].

Dans tout I’exercice, on se place dans le repére or-

thonormal(A;E,Kﬁ,ﬁ). Ar———p—=x|-—-—-JD

B o
1. a. Donner, sans justification, les coordonnées des points C, EI, Iet].
b. Justifier I'existence d'un réel ¢ appartenant a I'intervalle [0; 1], tel que les coordonnées du
point M soient (1—¢; 1—¢; £).
2. a. Démontrer que les points C et E appartiennent au plan médiateur du segment [IJ].
b. En déduire que le triangle M1J est un triangle isocele en M.
c. Exprimer IM? en fonction de t.
3. Le but de cette question est ge\ déterminer la position du point M sur le segment [CE] pour
laquelle la mesure de I'angle IM]J est maximale.
On désigne par 6 la mesure en radian de I'angle IMJ.

a. En admettant que la mesure 6 appartient a I'intervalle [0 ; 7], démontrer que la mesure 6
est maximale lorsque sin > est maximal.

b. En déduire que la mesure est maximale lorsque la longueur IM est minimale.
c. Ftudier les variations de la fonction [ définie sur l'intervalle [0; 1] par :

1
_a2_ 4.
f() =3¢ t+4.

d. En déduire qu'il existe une unique position My du point M sur le segment [EC] telle que
la mesure de I'angle IM]J soit maximale.

e. Démontrer que le point M est le projeté orthogonal du point I sur le segment [EC].

EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats

Soient f et g les fonctions définies sur 'ensemble R des nombres réels par :

fx)=xel™ et g(x)=x%el™
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Les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repere orthogonal (O A ) sont respec-
tivement notées € et €’. leur tracé est donné en annexe.

1. Etude des fonctions f et g
a. Déterminer les limites des fonctions f et g en —oo.
b. Justifier le fait que fonctions f et g ont pour limite 0 en +oo.
c. Etudier le sens de variations de chacune des fonctions f et g et dresser leurs tableaux de
variations respectifs.
2. Calcul dintégrales
Pour tout entier naturel 7, on définit I'intégrale I,, par :

1 1
Iy =f e dx et,sin>1,1, =f x"e ¥ dx.
0 0

a. Calculer la valeur exacte de Ij.
b. Al'aide d’'une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel 7 :

Ippi=-1+(n+1)1I,.
c. En déduire la valeur exacte de I, puis celle de I.
3. Calcul d’'une aire plane

a. Ftudier la position relative des courbes € et €’

b. On désigne par «f l'aire, exprimée en unité d’aire, de la partie du plan comprise d'une
part entre les courbes € et €', d’autre part entre les droites d’équations respectives x = 0
etx=1.

n expriman comme différence de deux aires que I'’on précisera, démontrer I'égalité :
E t of diff ded I d trer 1’égalit

o =3 —e.

4. Ftude de I'égalité de deux aires
Soit a un réel strictement supérieur a 1.
On désigne par S(a) 'aire, exprimée en unité d’aire, de la partie du plan comprise d'une part
entre les courbes € et €', d’autre part entre les droites d’équations respectives x = 1 et x = a.
On admet que S(a) s’exprime par :

S(a)=3—e1_“(a2+a+1).

Lobjectif de cette question est de prouver qu'il existe une et une seule valeur de a pour laquelle
les aires </ et S(a) sont égales.

a. Démontrer que I'équation S(a) = o est équivalente a I'équation :
e‘=a’+a+l.

b. Dans cette question, toute trace d'argumentation, méme incompléte, ou d’initiative, méme
non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Conclure, quant a I'existence et 'unicité du réel a, solution du probleme posé.
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Annexe

(Courbes de I'exercice 4)

2
——_
1 ~
\\ -
\
-3 -2 -1 O(l) 2 K 4
< 2

w
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la réponse choisie. Chaque réponse
exacte rapporte 1 point. Aucune justification n'est demandée. Aucun point n'est enlevé en l'absence de
réponse ou en cas de réponse fausse.

—_ —

L'espace est rapporté au repére orthonormé (O i1, ], k )

On désigne par £ le plan d’équation 2x+ 3y —z+4 = 0 et, par A et B les points de coordonnées
respectives (1; 2; —4) et (—=3; 4; 1).

1. Soit 2 la droite ayant pour représentation paramétrique :

x = -—-8+2t
y = 77—t teR.
z = 6+1

e Leplan £ et la droite 2 sont sécants.

e Leplan £ et la droite 2 n'ont aucun point en commun.
e Ladroite 9 est incluse dans le plan £2.

e Aucune des trois affirmations précédentes n’est vraie.

2. On note &' le plan d’équation x+4y —3z+4 =0.

e Les plans & et 2’ sont paralleles et distincts.
o Les plans & et 2’ sont confondus.

e Lesplans 2 et &' sont sécants suivant une droite de vecteur directeur — 1 + j +2 k.

e Lesplans & et &' sont sécants suivant une droite de vecteur directeur — 1 + j + k.

3. Lensemble des points M de I’espace qui sont équidistants des points A et B est :

1
¢ une droite passant par le point C de coordonnées (—1 ;35 —5),

3v5
e une sphere de rayon —
5
¢ leplan d’équation —4x+2y+5z— 3= 0,
) 4 . 5
e leplan d’équation —4x+2y+5z+ > =0.

4. Lensemble des points M de I'espace tels que H MA -3 MB H =5est:

7
« une sphere dont le centre a pour coordonnées (—5 ;55 5),

7
¢ une sphere dont le centre a pour coordonnées (5 ;=5 — 5),
¢ leplan d’équation —4x+2y+5z—-5=0,

)2 . 5
o leplan d’équation —4x+2y+5z+ 3 =0.
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EXERCICE 2 5 points
Commun a tous les candidats

Les trois questions peuvent étre traitées de facon indépendante

Un candidat participe a un jeu télévisé qui comporte deux épreuves. La premiere consiste a répondre
a une question tirée au hasard parmi celles que I'assistante a prélevées dans une urne.
Dans la seconde, il doit répondre a une série de 10 questions sur un theme qu’il choisit.

1. Lurne contient dix bulletins indiscernables au toucher comportant chacun une question.
Toutes les questions sont différentes, quatre portent sur I'histoire, quatre portent sur la littéra-
ture et deux sur le sport.

En début d’émission, 1’assistante tire au hasard et simultanément 4 bulletins de I'urne.

On note Al'événement «les quatre questions portent sur I'histoire » et B I'évenement «'une au
moins des quatre questions porte sur le sport ».

Déterminer la probabilité des évenements A et B.

2. L'animateur annonce les thémes sur lesquels portent les questions des quatre bulletins choisis

par I'assistante. Il y a une question d’histoire, deux de littérature et une sur le sport.

Le candidat tire au hasard I'un de ces quatre bulletins.

On admet que la probabilité que sa réponse soit correcte est 0,7 s’il s’agit d'une question d’his-
toire, 0,6 s’il s’agit d’'une question de littérature et 0,5 pour une question sur le sport.

On considére les événements suivants :

H : «la question posée au candidat porte sur I'histoire »

L : «la question posée au candidat porte sur la littérature »
S : «la question posée au candidat porte sur le sport »

C: «le candidat répond correctement a la question posée »

a. Représenter par un arbre pondéré la situation correspondant a cette premiere épreuve.

b. Calculer la probabilité de I'événement C.

c. Sachant que le candidat a répondu correctement, quelle est la probabilité que la question
posée ait porté sur le sport?

3. Le candidat a réussi cette premiere épreuve et choisit I'histoire comme theme pour la seconde
épreuve. Les dix questions qu’on lui pose sont indépendantes et on suppose toujours que la
probabilité qu’il réponde correctement a chaque question est égale a 0,7.

On désigne par X la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de bonnes réponses don-
nées par le candidat.
a. Soit k un entier compris entre 0 et 10.
Quelle est I'expression de la probabilité de 'évenement {X = k} en fonction de k? On
justifiera la réponse.
b. Déterminer la probabilité que le candidat donne au moins neuf bonnes réponses. On ar-
rondira le résultat 2 1072,

EXERCICE 3 6 points
Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur R par

4e*

fO=1-ZT

On note ¥ sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O | )
Sur le graphique ci-dessous on a tracé la courbe €. Elle coupe I'axe des abscisses aux points A et B.
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Partie A

Lobjet de cette partie est de démontrer certaines propriétés de la fonction f quel’on peut conjecturer
a partir du graphique.

1. Lafonction f semble croissante sur 'intervalle [0 ; +ool.
4e* (e?* 1)
(e2x + 1)2
b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +ool.

a. Vérifier que pour tout réel x, f'(x) =

2. Ladroite d’équation x = 0 semble étre un axe de symétrie de la courbe €.
Démontrer que cette conjecture est vraie.

3. On désigne par a l'abscisse du point A et on pose ¢ = e“.

a. Démontrer que le réel ¢ est une solution de 'équation x> —4x+1 = 0.
En déduire la valeur exacte de a.
b. Donner le signe de f(x) selon les valeurs de x.

Partie B

Lobjet de cette partie est d’étudier quelques propriétés de la fonction F définie sur R par:

X
F(x) =f fnde.
0

1. Déterminer les variations de la fonction F sur R.
2. Interpréter géométriquement le réel F(a). En déduire que —a < F(a) < 0.
3. On cherche la limite éventuelle de F en +oo.
a. Démontrer que pour tout réel positif ¢, f(£) > 1-4e™".
b. En déduire que pour tout réel positif x, F(x) > x—4 et déterminer la limite de F(x) lorsque
x tend vers +oo.

4. Dans cette question. toute trace de recherche ou d'initiative, méme incompléte, sera prise en
compte dans l'évaluation.

Déterminer la limite de F(x) lorsque x tend vers —co.

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O ; U, v )

Partie A - Restitution organisée de connaissances

Soient A, B deux points du plan d’affixes respectives a et b.
On rappelle que :
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* (;, Zﬁ) =arg(b—a)+2knoukeZ.

* Limage du point B par la rotation de centre A et d’angle 6 est le point C défini par :

AC=AB et siA#B, (4B, AC)=0+2kwoukeZ.
Exprimer I'affixe ¢ du point C en fonction de a, b et 6.
Partie B

1. Résoudre dans C I'équation 2z2 —6z+9 =0.
Dans la suite de I'exercice, on désigne par P, Q et R les points d’affixes respectives

3 3
p=30+D, 2q=7(1-D et zrx=-2iV3.

2. Placer les points B, Q, R sur une figure que 'on complétera au fur et a mesure de la résolution
de 'exercice.

3. On note S le symétrique du point R par rapport au point Q.
Vérifier que I'affixe zs du point Sest 3+i(2v3-3).

7
4. Soit r la rotation de centre O et d’angle rh

Déterminer les affixes zj et zc des points A et C, images respectives des points R et S par la
rotation r.

5. On désigne par B et D les images respectives des points S et R par la translation de vecteur 37,
Calculer les affixes zp et zp des points B et D.
ZC—R2p .
=1
<B — Zp
b. En déduire la nature du quadrilatere ABCD.

6. a. Démontrer que

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O U, v )

Partie A - Restitution organisée de connaissances

Soient A, B deux points du plan d’affixes respectives a et b.
On rappelle que :

* (;, Zﬁ) =arg(b—a)+2nnouneZ.

* Limage du point B par la similitude directe de centre A, de rapport k(k > 0) et d’angle 0 est le
point C défini par :

AC=kAB et siA#B, (Zﬁ, ZE) =0 +2nmouneZ.
Exprimer I'affixe ¢ du point C en fonction de a, b, 0 et k.

Partie B

On considere 'équation (E): 3x-2y=1.

1. a. Montrer que le couple (—1; —2) est une solution de (E).
b. Déterminer tous les couples (x; y) d’entiers relatifs vérifiant I'équation (E).
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2. Soient d et d’ les droites d’équations respectives y =2x+4 et3x—2y = 1.
a. Vérifier que pour tout entier relatif k, le point Ay de coordonnées
(k—3; 2k—2) appartient a la droite d.
On admettra que ce sont les seuls points de d a coordonnées entieres.
b. Montrer que les seuls points de d’ 2 coordonnées entiéres sont les points By de coordon-
nées 2k'—1;3k'-2)ou k' € Z.
3. a. Existe-t-il deux entiers relatifs k et k' tels que Ay = By/?

b. Déterminer les entiers relatifs k et k' tels que le segment [AyBy/] soit parallele a 'axe des
abscisses.

c. Trouver I'entier g tel que AsgB2g = 4u.

4. Soit Q un point quelconque du plan dont I'affixe est notée w. On note H le milieu du segment
[AgBal.

1
On désigne par f la similitude directe de centre (2, de rapport 2 et d’angle — g

a. Donner I'écriture complexe de la similitude f.
b. Déterminer 'affixe du point Q pour que I'image du point H soit I'origine O du repeére.
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Les deux parties A et B peuvent étre traitées indépendamment.

Les résultats seront donnés sous forme décimale en arrondissant a 1074,
Dans un pays, il y a 2% de la population contaminée par un virus.

PARTIE A

On dispose d’'un test de dépistage de ce virus qui a les propriétés suivantes :
— La probabilité qu'une personne contaminée ait un test positif est de 0,99 (sensibilité du test).

— La probabilité qu'une personne non contaminée ait un test négatif est de 0,97 (spécificité du
test).

On fait passer un test & une personne choisie au hasard dans cette population.

On note V I'évenement «la personne est contaminée par le virus » et T 'événement «le test est posi-
tif ».

V et T désignent respectivement les événements contraires de V et T.

1. a. Préciser les valeurs des probabilités P(V), Py (T), PV(T).
Traduire la situation a 'aide d'un arbre de probabilités.
b. En déduire la probabilité de I'événement VN T.
2. Démontrer que la probabilité que le test soit positif est 0,049 2.

3. a. Justifier par un calcul la phrase :
«Sile test est positif, il n'y a qu’environ 40 % de « chances » que la personne soit contami-
nee».
b. Déterminer la probabilité qu'une personne ne soit pas contaminée par le virus sachant
que son test est négatif.

PARTIE B

On choisit successivement 10 personnes de la population au hasard, on considére que les tirages sont
indépendants.

On appelle X 1a variable aléatoire qui donne le nombre de personnes contaminées par le virus parmi
ces 10 personnes.

1. Justifier que X suit une loi binomiale dont on donnera les parametres.

2. Calculer la probabilité qu'’il y ait au moins deux personnes contaminées parmi les 10.

EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le candidat indiquera sur la
copie le numéro de la question et la réponse choisie. Chaque réponse exacte rapporte un point. Aucune
Justification n'est demandée. Aucun point n'est enlevé en l'absence de réponse ou en cas de réponse
fausse.

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O U, v )
On désigne par A, B, C, D les points d’affixes respectives zp =1, zg =1, z¢c = -1,
Zp = —i.
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7
1. Limage E du point D par la rotation de centre A et d’angle 3 a pour affixe :

. z=1+2\/§(1+i),
RS LT
2
. z=1_2‘/§(1—i),
. z:l_z\/g(ni),

2. Lensemble des points d’affixe z telle que |z+1i| = |z — 1] est:

¢ la médiatrice du segment [BC],

¢ le milieu du segment [BC],

o lecercle de centre O et de rayon 1,
o lamédiatrice du segment [AD].

z+i
3. Lensemble des points d’affixe z telle que i1 soit un imaginaire pur est :
z

¢ ladroite (CD) privée du point C,

¢ le cercle de diametre [CD] privé du point C,
e le cercle de diametre [BD] privé du point C,
o lamédiatrice du segment [AB].

4. L'ensemble des points d’affixe z telle que arg(z—i) = —g +2kmoukeZest:

¢ le demi-cercle de diametre [BD] passant par A,

¢ ladroite (BD),

o lademi-droite |BD) d’origine B passant par D privée de B,
¢ le cercle de diameétre [BD] privé de B et D.

EXERCICE 3 7 points
Commun a tous les candidats

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on désigne par f;, la fonction définie sur R par :
fn(x)=x"e™™.

On note %, sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O A | ) du plan.

PARTIEA

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté une courbe 6% ou k est un entier naturel non nul, sa

tangente Ty au point d’abscisse 1 et la courbe 63-

4
La droite T} coupe 'axe des abscisses au point A de coordonnées (E ; 0).

Métropole 45 21juin 2011



Baccalauréat S : I'intégrale 2011 A.P.M.E.P.

Ty

~1

63

/

1. a. Déterminer les limites de la fonction f; en —co et en +oo.
b. Etudier les variations de la fonction f; et dresser le tableau de variations de f;.
c. ATaide du graphique, justifier que k est un entier supérieur ou égal a 2.
2. a. Démontrer que pour n > 1, toutes les courbes %, passent par le point O et un autre point
dont on donnera les coordonnées.
b. Vérifier que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, et pour tout réel x,

flx)=x""Y(n-xe™.

3. Sur le graphique, la fonction f3 semble admettre un maximum atteint pour x = 3.
Valider cette conjecture a I'aide d'une démonstration.

-2
4. a. Démontrer que la droite T} coupe I'axe des abscisses au point de coordonnées ( 1 ; 0).

b. En déduire, al’aide des données de I'énoncé, la valeur de I'entier k.

PARTIE B

On désigne par (I,) la suite définie pour tout entier n supérieur ou égal a 1 par

1
I,l:f x"e *dx.
0

1. Calculer I.

2. Dans cette question, toute trace de recherche ou d'initiative, méme incomplete, sera prise en
compte dans l'évaluation.

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté les portions des courbes 61, 6>,
63, 610, 620, €30 comprises dans la bande définie par 0 < x < 1.
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0,5 4

a. Formuler une conjecture sur le sens de variation de la suite (I,;) en décrivant sa démarche.
b. Démontrer cette conjecture.

c. En déduire que la suite (I,;) est convergente.

d. Déterminer nl—l»rlloo In).

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O L, ], k )

Partie A — Restitution organisée de connaissances

On désigne par 2 le plan d’équation ax+by+cz+d = 0 et par M le point de coordonnées (xo ; yo ; 2o)-
On appelle H le projeté orthogonal du point M) sur le plan £2.

On suppose connue la propriété suivante :

Propriété : Le vecteur T=ai+ b7 + ¢k est un vecteur normal au plan £2.

Le but de cette partie est de démontrer que la distance d (My, 2?) du point M, au plan 22, c’est-a-dire
la distance My H, est telle que

|axo + byo + czo+d|
VaZ+P+c2
1. Justifier que ‘7{ M0H| = MyHV a? + b? + 2.

d (Mo, ) =

—_ —

2. Démontrer que n - MoH = —axp—byo—czo —d.

3. Conclure.

Partie B

On désigne par A, B, C, F les points de coordonnées respectives (4; 1;5), (=3; 2; 0),
(1;3;6), (=7;0; 4).

1. a. Démontrer que les points A, B, C définissent un plan & et que ce plan a pour équation
cartésienne x+2y—z—-1=0.
b. Déterminer la distance d du point F au plan £2.
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2. Le but de cette question est de calculer la distance d par une autre méthode.
On appelle A la droite qui passe par le point F et qui est perpendiculaire au plan 2.
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A.
b. Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point F sur le plan 2.
c. Retrouver le résultat de la question 1. b.
3. Soit .## la sphere de centre F et de rayon 6.
a. Justifier que le point B appartient a la sphere ..

b. Préciser le centre et déterminer le rayon du cercle €, intersection de la sphére .# et du
plan 2.

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

PARTIE A - Restitution organisée de connaissances

On rappelle ci-dessous le théoréme de BEZOUT et le théoréeme de GAUSS.

Théoréme de BEZOUT :

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe un couple (z; v) d’en-
tiers relatifs vérifiant au + bv = 1.

Théoreme de GAUSS :
Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.
Si a divise le produit bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

1. En utilisant le théoreme de BEZOUT, démontrer le théoreme de GAUSS.

2. Soient p et g deux entiers naturels tels que p et g sont premiers entre eux.
Déduire du théoreme de GAUSS que, si a est un entier relatif, tel que
a=0 [pleta=0 |[gl,alorsa=0 [pql.

PARTIE B

On se propose de déterminer I'ensemble . des entiers relatifs n vérifiant le systéme :

n
n
1. Recherche d'un élément de .#.
On désigne par (¢ ; v) un couple d’entiers relatifs tel que 17u+5v = 1.

9 [17]
3 [5]

a. Justifier 'existence d’'un tel couple (u; v).
b. Onpose np =3 x17u+9 x5v.
Démontrer que ng appartient a ..
c. Donner un exemple d’entier ny appartenant a ..
2. Caractérisation des éléments de .#.
a. Soit n un entier relatif appartenant a .%#.
Démontrerque n—ny=0 [85].
b. En déduire qu'un entier relatif n appartient a . si et seulement si il peut s’écrire sous la
forme n =43 + 85k ou k est un entier relatif.
3. Application
Zoé sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons.
Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9.
Si elle fait des tas de 5 jetons, il lui en reste 3.
Combien a-t-elle de jetons?
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

On consideére la fonction f définie ]0; +ool par :

fx)=xlnx—-1.

Partie A : Etude d’'une fonction

1. a. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.
b. Déterminer la limite de la fonction f en 0.
2. Soit f’ la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f(x) pour tout réel x de ]0 ; +ool.
En déduire le tableau de variations de la fonction f sur 10 ; +ool.

3. Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans ]0 ; +oco[. On note «a cette
solution. Déterminer un encadrement de & 2 la précision 1072,

4. Déterminer le signe de f(x) lorsque x appartient a ]0; +ool.

1
5. Montrer que lna = —.
a

Partie B : Calcul d’'une intégrale

On donne en annexe la courbe ¥, représentation graphique de la fonction f dans un repere ortho-
normé. On consideére 'intégrale suivante :

4
I:f f(x)dx.
a

1. Justifier que l'intégrale I est l'aire d'une partie du plan que 'on hachurera sur le graphique
donné en annexe (a rendre avec la copie).

2. Alaide d’une intégration par parties, calculer I'intégrale

4
]:f xlnxdx.
a

a® a
3. Montrer 'égalité: [ = T + 3 +161n2-8.

En déduire une valeur approchée de I 24 107! pres.

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

—>—>—>)

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O 1, ], k

On considere les trois points A, B et C de coordonnées respectives :
A(-1;2;1),B(1; -6; -1)etC(2;2;2).

1. a. Vérifier que les points A, B et C définissent bien un plan.
_ 1
b. Montrer que le vecteur n 1 | est un vecteur normal au plan (ABC).
-3
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c. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
2. Soit P le plan d’équation: x—y+z—-4=0.
a. Montrer que les plans (ABC) et P sont sécants.
b. Soit D la droite intersection des plans P et (ABC). Déterminer une représentation para-
métrique de la droite D.
3. On considere la sphére S de centre Q(3; 1; 3) et de rayon 3 et on nomme I le point de coordon-
nées (2; —1; 1). On admet que la droite D a pour représentation paramétrique :

X = 1+ ¢
y = =3+2t , teR.
z = t

a. Montrer que le point I appartient a la droite D.

b. Montrer que le point I appartient a la spheére S.

c. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative méme non
fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.
Montrer que la droite D coupe la spheére S en un deuxiéme point.

EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

—_ —

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O ; 7, 7, k )
On consideére I'ensemble P des points M(x; y; z) de'espace tels que :

z=x*+y~
Les trois questions sont indépendantes.

1. a. Montrer que l'intersection de I'ensemble P et du plan d’équation z = 5 est un cercle dont
on précisera le centre et le rayon.
b. Déterminer la nature de I'intersection de 'ensemble P et du plan d’équation y = 1.
2. On considere la sphere S de centre O et de rayon v/6.
a. Donner une équation de la sphere S.
b. Montrer que l'intersection de la sphere S et de 'ensemble P est un cercle.
3. Le but de cette question est de déterminer les points M(x ; y; z) de 'ensemble P, dont les
coordonnées sont des entiers relatifs, appartenant au plan d’équation —3x+2y =1 et vérifiant
z < 25.
a. Donner un couple d’entiers relatifs solution de I'équation (E) : —3x+2y =1.
b. Déterminer 'ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de 'équation (E).
Déterminer les points de 'ensemble P dont les coordonnées (x ; y ; z) sont des entiers
relatifs vérifiant :

-3x+2y=1 et z<25.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; 74), 7) d’unité graphique 4 cm.

Partie A :

1 3 1 3
On note P le point d’affixe p = ~3 + ig, Q le point d’affixe g = ~3" i%, et Kle point d’affixe —1.
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1. a. Montrer que les points P et Q appartiennent au cercle I" de centre O et de rayon 1.
Faire une figure et construire les points P et Q.

s

2. a. Déterminer 'ensemble D des points M d’affixe z tels que |z| = |z + 1|. Représenter cet
ensemble sur la figure.
b. Montrer que P et Q sont les points d'intersection de I'ensemble D et du cercle I'.

Partie B :
On considere trois nombres complexes non nuls a, b et c. On note A, B et C les points d’affixes res-
pectives a, b et c.
On suppose que I'origine O du repére (O ; U, l/) est a la fois le centre de gravité et le centre du cercle
circonscrit du triangle ABC.

b ‘ c

£|-[g)-+

a a

1. a. Montrer que |a| = |b| = |c|. En déduire que

b. Montrer que a+ b+ ¢ =0.

b
c. Montrerque |[—|=|—+1|=1.
a

b b
d. En utilisant la partie A, en déduire que — = p ou — = gq.
a a

b c
2. Dans cette question, on admet que — = p et — = g.
a a

-1

a. Montrer que =e'3.
p-1

-1 c-a

b. Montrer que q = .
p—-1 b-a
c. Déduire des deux questions précédentes la nature du triangle ABC.

EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats

Les parties A et B sont indépendantes

Un site internet propose des jeux en ligne.

PartieA:
Pour un premier jeu :
2
« sil'internaute gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la partie suivante est égale a =
4

« sil'internaute perd une partie, la probabilité qu’il perde la partie suivante est égale a ="

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par G, 'évenement «l'internaute gagne la n-iéme
partie » et on note p, la probabilité de 'évenement G,,.
Linternaute gagne toujours la premiere partie et donc p; = 1.

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré suivant :
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1 1
2. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, p,+1 = 5 Pnt 5

1
3. Pour tout n entier naturel non nul, on pose u, = p, — e

. . . 1 .
a. Montrer que (1), €St une suite géométrique de raison = et de premier terme u; a pré-

ciser.

1\ 1
b. Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, p, = 1 X (E) + e

c. Déterminer la limite de p,.

Partie B :

Dans un second jeu, le joueur doit effectuer 10 parties.

On suppose que toutes les parties sont indépendantes.
1

La probabilité de gagner chaque partie est égale a —.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de parties gagnées par le joueur.

1. a. Quelle estla loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ? Justifier.
b. Quelle est la probabilité que le joueur gagne au moins une partie? Le résultat sera arrondi
21072 pres.
c. Déterminer I'espérance de X.
2. Lejoueur doit payer 30 € pour jouer les 10 parties. Chaque partie gagnée lui rapporte 8 €.

a. Expliquer pourquoi ce jeu est désavantageux pour le joueur.

b. Calculer la probabilité pour un joueur de réaliser un bénéfice supérieur a 40 €. Le résultat
sera arrondi a 107> pres.
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ANNEXE
Commun a tous les candidats

A rendre avecla copie

Exercice 1
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Un magasin vend des moteurs électriques tous identiques. Une étude statistique du service apres-
vente a permis d’établir que la probabilité qu'un moteur tombe en panne pendant la premiére année
d’utilisation est égale a 0,12.

Tous les résultats seront arrondis a 1073

Partie A

Une entreprise achete 20 moteurs électriques dans ce magasin.
On admet que le nombre de moteurs vendus dans ce magasin est suffisamment important pour que
I'achat de 20 moteurs soit assimilé a 20 tirages indépendants avec remise.

1. Quelle est la probabilité que deux moteurs exactement tombent en panne durant la premiere
année d’utilisation?

2. Quelle est la probabilité qu’au moins un des moteurs tombe en panne au cours de la premieére
année d’utilisation?

Partie B

On admet que la durée de vie sans panne, exprimée en années, de chaque moteur est une variable
aléatoire Y qui suit une loi exponentielle de parametre A ou A est un réel strictement positif.

r

On rappelle que pour tout réel positif ¢, p(Y < 1) = f e M dx.
0

Dans les questions 1, 2, 3, les résultats seront arrondis a 1073.

1. Exprimer p(Y < 1) en fonction de A. En déduire la valeur de A.
Pour la suite de I'exercice, on prendra A = 0,128 .

2. Quelle est la probabilité qu'un moteur dure plus de 3 ans?
3. Quelle est la probabilité qu'un moteur dure plus de 4 ans sachant qu’il a duré plus d'un an?

4. On admet que la durée de vie moyenne d,, de ces moteurs est égale a [lir+n F(t) ou F est la
—+00

t
fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par F(f) = f Axe M dx.
0

a. Calculer F(#) en fonction de .
b. En déduire la valeur de d,,,. On arrondira a2 1071,

EXERCICE 2 6 points
Commun a tous les candidats

Partie A - Ftude du signe d’'une fonction

On désigne par f la fonction définie sur l'intervalle |0 ; +ool par

f(x)=x*+4Inx.

1. Déterminer le tableau de variation de la fonction f en précisant les limites de f en 0 et en +oco.
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2. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution a et une seule dans I'intervalle ]0 ; +oo].

3. En déduire le signe de f(x) selon les valeurs du réel strictement positif x.
Partie B - Une valeur approchée du réel a défini dans la partie A

Sur le graphique fourni ci-dessous, on a tracé une partie de la courbe représentative (¥¢) de la fonction
g définie sur R par :

g(x) = e_%xz

On définit la suite (u,) par:

Uop = 0,5
Up+1 g(u,) pourtout neN.

1. Vérifier que a est 'unique solution de I'équation g(x) = x.

2. Au moyen de la courbe (¥) et de la droite d’équation y = x, représenter les termes u;, uy et us
de la suite (u;,) sur ’axe des abscisses.

Quelle conjecture peut-on faire sur la convergence de la suite (u,)?
3. On admet que pour tout entier naturel n, Uz, < @ < Uzp+1-

En utilisant la calculatrice, déterminer le plus petit entier n pour lequel les trois premieres dé-
cimales de u, et u,+; sont identiques.

En déduire que 0,838 est une valeur approchée de a a 1073 pres.

1,2+

/;)'g_
(€6)
0,8+t
0,61

0,44

0,2

Partie C - Un probleme de distance

On appelle (I') la courbe représentative, dans un repére orthonormal, de la fonction ¢ définie sur
I'intervalle ]0 ; +oo[ par
@(x)=2Inx.

Lobjectif de cette partie est de démontrer que parmi les points de la courbe (I'), il y en a un et un seul
qui est plus proche de I'origine O que tous les autres.
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1. Soient M un point de la courbe (I') et x son abscisse. Exprimer OM en fonction de x.

2. a. Soit hlafonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par

h(x) = x* +4(n x)?.

Etudier les variations de la fonction k. On pourra utiliser la partie A.
b. En déduire qu'il existe un unique point A de la courbe (I') tel que pour tout point M de
(I, distinct de A, on ait OM > OA.

3. Démontrer que la droite (OA) est perpendiculaire a la tangente Tp ala courbe (I') au point A.

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O L, ], k )
Partie A - Restitution organisée de connaissances

On désigne par a, b, ¢, d quatre réels tels que le vecteur M=ai+ b7 +ck soit différent du vecteur
nul. On appelle P le plan d’equatlon ax+by+cz+d=0.

Démontrer que le vecteur n est un vecteur normal au plan P, c’est-a-dire que le vecteur 7 est ortho-
gonal a tout vecteur AB ot A et B sont deux points quelconques du plan P.

Partie B - Questionnaire a choix multiples

Pour chaque question, trois réponses sont proposées, une seule est exacte. Le candidat portera sur la
copie le numéro de la question suivi de la lettre correspondant a la réponse choisie ainsi que la justifi-
cation de ce choix.

Il est attribué 1 point si la réponse est exacte et justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun
point. Aucun point n'est enlevé en l'absence de réponse ou en cas de réponse fausse.

On désigne par P le plan d’équation cartésienne 2x — y + 3z = 0 et par A et B les deux points du plan
P de coordonnées respectives (1; 2;0) et (0; 3; 1).

1. Soient C, D, E les points de coordonnées respectives (1; 1; —1),(=1;4;2),(1;5; 1).
a. Les points A, B, C définissent le plan P.
b. Les points A, B, D définissent le plan P.
c. Les points A, B, E définissent le plan P.

2. Ladroite D est définie par la représentation paramétrique :

x = 1-t
y = L, reR.
z = 2+t

a. Ladroite D est perpendiculaire au plan P.
b. Ladroite D est strictement parallele au plan P.
c. Ladroite D est incluse dans le plan P.

3. Soit S la sphere de centre Q, de coordonnées (2; 5; 1), et de rayon % Lensemble des points
communs a la sphere S et au plan P est :
a. vide,
b. constitué d’'un seul point,
c. un cercle.
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EXERCICE 4 5 points
Enseignement obligatoire

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O U, v )

On désigne par A le point d’affixe i et par f 'application du plan dans lui-méme qui a tout point M
d’affixe z, distincte de i, associe le point M’ d’affixe z’ telle que :

, z2—1
Z =—_—.
Z+i
1. Calculer I'affixe du point B, image du point B d’affixe 2 — i par 'application f.
Placer les points B et B’ sur une figure que 'on fera sur la copie.
2. Démontrer que I'application f n'admet pas de point invariant. On rappelle qu'un point inva-
riant est un point confondu avec son image.
3. a. Vérifier que, pour tout nombre complexe z, z—i=7z+1.
b. Démontrer que OM’ = 1 et interpréter géométriquement ce résultat.

c. Démontrer que pour tout point M distinct de A,

(; ; W] =2 (Z ; W) +2km ol k est un entier relatif.

d. En déduire une méthode de construction de I'image M’ d'un point quelconque M distinct
deA.

4. Soit (d) la droite passant par le point A et dont un vecteur directeur est le vecteur w daffixe
e's.
a. Dessiner la droite (d).
b. Déterminer I'image par I'application f de la droite (d) privée du point A.

EXERCICE 4 5 points
Enseignement de spécialité

Le plan est muni d'un repere orthonormal (O ; Z, 7)

On note A et B les points de coordonnées respectives (1; 0) et (6; 1).

Pour tout point M de coordonnées (x; y), on note M’ I'image du point M par la symétrie orthogonale
d’axe (AB) et (x'; y') ses coordonnées.

1. a. Justifier 'existence de deux nombres complexes a et b tels que, pour tout point M d’affixe
z, l'affixe z’ du point M’ est donnée par

Z =az+b.

a+b
6+i a6-i1)+b

c. En déduire que, pour tout nombre complexe z :

b. En utilisant les points A et B, démontrer que {

1 1
12 oN— .
Zz =—(12+5i)z+ —(1-5i).
13( ) 13( )

d. Etablir que, pour tout point M de coordonnées (x ; ¥), les coordonnées (x’ ; y’) du point
M’ sont telles que :

1 1
X'=—Q12x+5y+1) et y =—(GBx-12y-5).
13( y+1) Y 13( y=5)
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2. On désigne par & I'ensemble des points M dont les coordonnées (x ; y) sont des entiers relatifs

et tels que le point M’ associé appartienne a I’axe des abscisses.
a. Justifier que M(x; y) appartient a & si et seulement si 5(x—1) = 12y.
b. En déduire que & est 'ensemble des points de coordonnées (1 + 12k ; 5k) ou k est un
entier relatif.

. Dans cette question, on suppose que les coordonnées de M sont des entiers relatifs et que
I'abscisse de M’ est un entier relatif.

a. Démontrerque x=5y+1 [13].

b. En déduire que 5x—12y—-5=0 [13] et que 'ordonnée de M’ est un entier relatif.
. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Déterminer les points M de la droite d’équation x = 2 tels que les coordonnées du point M’
soient des entiers relatifs.
On pourra montrer quel'ordonnée y d’un tel point est un entier relatif et utiliser des congruences
modulo 13.
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EXERCICE 1 5 points

Les 300 personnes travaillant dans un immeuble de bureaux de trois niveaux ont répondu aux deux
questions suivantes :

«A quel niveau est votre bureau? »

« Empruntez-vous l'ascenseur ou I'escalier pour vous y rendre? »

Voici les réponses :

225 personnes utilisent 1'ascenseur et, parmi celles-ci, 50 vont au 1¢ niveau, 75 vont au 2¢ ni-
veau et 100 vont au 3¢ niveau.

Les autres personnes utilisent I'escalier et, parmi celles-ci, un tiers va au 2¢ niveau, les autres
vont au 1°f niveau.

On choisit au hasard une personne de cette population.
On pourra considérer les évenements suivants :

N : «La personne va au premier niveau. »
Ny : «La personne va au deuxieme niveau. »
N3 : «La personne va au troisiéme niveau. »

E :«Lapersonne emprunte 'escalier. »

. Traduire I'énoncé al'aide d’'un arbre pondéré.

1
a. Montrer que la probabilité que la personne aille au 2¢ niveau par I'escalier est égale a T

b. Montrer que les événements N;, N, et N3 sont équiprobables.

c. Déterminer la probabilité que la personne emprunte I'escalier sachant qu’elle va au 2¢
niveau.

. Oninterroge désormais 20 personnes de cette population. On suppose que leurs réponses sont

indépendantes les unes des autres.
On appelle X la variable aléatoire qui, aux 20 personnes interrogées, associe le nombre de per-
sonnes allant au 2¢ niveau.
a. Déterminer laloi de probabilité de la variable aléatoire X.
b. Déterminer, a 10~ pres, la probabilité que 5 personnes exactement aillent au 2¢ niveau.
c. En moyenne sur les 20 personnes, combien vont au 2¢ niveau?

. Soit n un entier inférieur ou égal a 300. On interroge désormais n personnes de cette popula-

tion. On suppose que leurs réponses sont indépendantes les unes des autres.

Déterminer le plus petit entier n strictement positif tel que la probabilité de I'évenement « au
moins une personne va au 2¢ niveau » soit supérieure ou égale a 0,99.

EXERCICE 2 4 points

Partie A

On rappelle que pour tous les points E et F de 'espace, EF? = EF2 = EF - EF.
Soient A et B deux points distincts de 'espace et I le milieu de [AB].
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1. Démontrer que, pour tout point M de I'espace, on a:
2 2 2 1, o
MA® + MB” =2MI +EAB .
2. Déterminer la nature de I'ensemble (E) des points M de I'espace tels que

MA? + MB? = AB>.

Partie B

Lespace est rapporté a un repere orthonormal (O ; 7, 7, 76))
On consideére les plans (P) et (Q) d’équations respectives : 3x+4y+z—1=0et
x—2y—z+5=0etles points A et B de coordonnées respectives (—1; 0; 4) et (3; —4; 2).

1. Montrer que les plans (P) et (Q) sont sécants.
On nomme (A) la droite d’'intersection des plans (P) et (Q).
a. Montrer que le point A appartient a la droite (A).
b. Montrer que ;(1 ; —2; 5) est un vecteur directeur de la droite (A).
c. Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la droite (A).
2. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’'initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Soit (E) 'ensemble des points M de I'espace tels que MA? + MB? = AB.

Déterminer I'ensemble des points d’intersection de (E) et de la droite (A). On précisera les co-
ordonnées de ces points.

EXERCICE 3 5 points

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O U, v ) Lunité graphique est 1 cm.
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives zy =2—3i, zg =iet zc =6 —1i.

On réalisera une figure que I'on complétera au fur et a mesure des questions.

Partie A

<B — ZA

zZc—za

2. En déduire la nature du triangle ABC.

1. Calculer

Partie B

On considere 'application f qui, & tout point M d’affixe z distincte de i, associe le point M’ d’affixe
Z telle que :

, i(z—2+30)
z=—""
z—1i
1. Soit D le point d’affixe zp = 1 —i. Déterminer I'affixe du point D’ image du point D par f.
2. a. Montrer qu’il existe un unique point, noté E, dont 'image par I'application f est le point
d’affixe 2i.
b. Démontrer que E est un point de la droite (AB).
AM

3. Démontrer que, pour tout point M distinct du point B, OM’ = BM
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4. Démontrer que, pour tout point M distinct du point A et du point B, on a I'égalité :
— —; _ T . .
(u, oM ) = (BM, AM) + ) a2m pres.

5. Démontrer que si le point M appartient a la médiatrice du segment [AB] alors le point M’ ap-
partient a un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

6. Démontrer que si le point M’ appartient a I'axe des imaginaires purs, privé du point B, alors le
point M appartient a la droite (AB).

EXERCICE 4 6 points
Partie A Question de cours

Soit I un intervalle de R.
Soient u et v deux fonctions continues, dérivables sur I telles que les fonctions dérivées u' et v’ soient
continues sur I.

Rappeler et démontrer la formule d’intégration par parties sur un intervalle [a; b] del.

Partie B

On consideére les fonctions f et g définies sur R par:

fx)=(x-1%" et g(x):%(x—l)z.

On note respectivement %} et 6> les courbes représentatives de f de g dans le plan muni d'un repere
orthonormal (O | )
Les courbes sont tracées en annexe.

1. a. Déterminer les coordonnées des points communs a 6 et 6>.
b. Donner les positions relatives de 67 et 6» sur R.

1
2. a. Alaide de deux intégrations par parties successives, déterminer f fx)dx.
0

b. Calculer, en unités d’aire, I'aire de la partie du plan limitée par les courbes 61, 6> et les
droites d’équations x =0et x = 1.

Partie C

On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel 7 non nul par :

1
Uy = f (x—1)*"e " dx.
0
1. a. Démontrer que, pour tout x de [0; 1] et pour tout entier naturel » non nul,
2n —x 2n
0<(x—D)"e "< (x—1D=".
b. Démontrer que, pour tout entier naturel » non nul, ona:

1
< .
"Son+1

2. En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

o0<u
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ANNEXE

EXERCICE 4
Cette page ne sera pas a rendre avec la copie
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«» Baccalauréat S Nouvelle-Calédonie oo
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O ; Z, TJ))
On prendra 1 cm pour unité graphique.

1. Résoudre dans C I'équation z? —2z+2 =0.

2. Soit A, B, C et D les points d’affixes respectives :

zan=1+i ; zg=za ; 2zc=2z3 ; zp=3.

Construire une figure et la compléter tout au long de 'exercice.

3. Montrer que les trois points A, B et C appartiennent a un méme cercle de centre D dont on
précisera le rayon.

-3
“c 3" En déduire la nature du triangle DAC.

4. Calculer

Zp —

5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’'initiative méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

On note h 'homothétie de centre D et de rapport 2. On note r la rotation de centre D et d’angle
g. On appelle C' I'image de C par h et C” I'image de C' par r.

Montrer que les droites (AC) et (C'C") sont perpendiculaires.
EXERCICE 2 5 points
Commun a tous les candidats

1. Soit f la fonction définie sur ]0 ; +ool par :

1
f(x)—ln(1+;)—x.

a. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oo.
b. Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur ]0 ; +ool.
¢. Montrer qu’il existe un unique réel @ appartenant a]0 ; +ool tel que
fla@)=0.
Déterminer une valeur approchée de a 2 1073 pres.

1
2. Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[par: g(x) =In|1+ —
X

La suite (1) ,en est définie par gy = 1,5 et pour tout entier naturel » :

1
Up+1 = g (Up) = ln(l +—
Un
On a représenté en annexe 1 (a rendre avec la copie) la courbe € représentative de la fonction

g etla droite d’équation y = x.

a. Construire sur I'axe des abscisses, en laissant les traits de construction apparents, les cinq
premiers termes de la suite (¢,,) en
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b. Le graphique permet-il d’émettre les conjectures suivantes?
On recopiera sur la copie le numéro de la conjecture suivie de OUI ou NON.
Aucune justification n’est demandée.

¢ Conjecture n°1 : «la suite () ,eny €St monotone. »
+ Conjecture n°2 : «la suite (1) ,en €St minorée par 0,5. »
¢ Conjecture n° 3 : «la suite (u,) ey cOnverge vers 1. »

c. On admet que la suite (u,),¢n €St convergente vers une limite ¢ strictement positive.
1
Montrer que In |1+ 7]= /.

d. Montrer que ¢ = a.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

Une grande entreprise dispose d'un vaste réseau informatique. On observe le temps de fonction-
nement normal séparant deux pannes informatiques. Ce temps sera appelé « temps de fonctionne-
ment ». Soit X la variable aléatoire égale au temps de fonctionnement, exprimé en heures.

On admet que X suit une loi exponentielle de parametre A. Le parametre A est un réel strictement
positif.
t
On rappelle que, pour toutréel t >0, P(X<1)= [ le M dx.
0

1. On sait que la probabilité que le temps de fonctionnement soit inférieur a 7 heures est égale a
0,6.
Montrer qu'une valeur approchée de A 4 1073 prés est 0,131.

Dans les questions suivantes, on prendra 0,131 pour valeur approchée de A et les résultats
seront donnés 2 1072 pres .

2. Montrer qu'une valeur approchée de la probabilité que le temps de fonctionnement soit supé-
rieur a 5 heures est égale 4 0,52.

3. Calculer la probabilité que le temps de fonctionnement soit supérieur a 9 heures sachant qu’il
n'y a pas eu de panne au cours des quatre premieres heures.

4, Calculer la probabilité que le temps de fonctionnement soit compris entre 6 et 10 heures.

5. Onreléve aléatoirement huit temps de fonctionnement, qu’on suppose indépendants. Soit Y la
variable aléatoire égale au nombre de relevés correspondant a des temps de fonctionnement
supérieurs ou égaux a 5 heures.

a. Quelle est la loi suivie par Y?
b. Calculer la probabilité que trois temps parmi ces huit soient supérieurs ou égaux a 5 heures
c. Calculer I'espérance mathématique de Y (on arrondira a I'entier le plus proche).

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas choisi 'enseignement de spécialité

Lespace est rapporté a un repere orthonormal (O ; 7, 7, TC))
On consideére les points : A(0; 0; 2), B(0; 4; 0) et C(2; 0; 0).

1. a. Vérifier qu'une équation du plan (ABC) est: 2x+ y+2z =4.
b. Calculer la distance du point O au plan (ABC).
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2. a. Déterminer une équation du plan P passant par A et orthogonal a la droite (BC).
b. Soit A la droite intersection du plan P et du plan (ABC). Déterminer une représentation
paramétrique de la droite A. Quel role joue cette droite dans le triangle ABC?
3. a. Soit A’ la médiane issue de B du triangle ABC.
Montrer qu'une équation paramétrique de A’ dans le triangle ABC est :

x = t
y = 4-41, teR.
z = t

b. Montrer que le triangle ABC est un triangle isocele.
4. Soit H le point d’intersection des droites A et A’. Montrer que le point H a pour coordonnées
8 4 8
(5 "9’ 5)‘
Que représente le point H pour le triangle ABC?

5. Montrer que le point H est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC). Retrouver alors
la distance du point O au plan (ABC).

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

L'espace est rapporté a un repere orthonormal (O 1, ], k )

On considere la surface S d’équation : x? + y? — z% = 4.

1. a. Montrer que sile point M(x; y; z) appartient a S alors le point
M'(-x; —y; —z) appartient aussi a S. Que peut-on en déduire?
b. Montrer que la surface S est symétrique par rapport au plan (xOy). On admet de méme
que la surface S est symétrique par rapport aux plans (xOz) et (yOz).
2. a. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le plan (xOy).
Préciser ses éléments caractéristiques.
b. Soit k un réel non nul. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par
le plan d’équation z = k. Préciser ses éléments caractéristiques.
3. Déterminer la nature géométrique de la section de la surface S par le plan d’équation y = 2.
4. On considere les points A(2v'2; 0; 2) et B(0; 2v2; -2).
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).
b. La droite (AB) est-elle contenue dans la surface S?

5. Identifier parmi les trois figures proposées en annexe 2 celle qui représente la surface S.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la figure et justifiera la réponse.
6. Soit H la section de la surface S par le plan P d’équation y =5.
a. Montrer qu'un point M(x; y; z) appartient a H si et seulement si
(x—2)(x+2z)=-21ety=5.
b. Endéduire les coordonnées des points de H dont les coordonnées sont des entiers relatifs.
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ANNEXE 1
Commun a tous les candidats

(A rendre avec la copie)

Exercice 2
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Durée : 4 heures

» Baccalauréat S Amérique du Sud v
16 novembre 2011

Exercice 1 4 points
Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ] —1; +oo[ par:

4
f(x) —3—m.

On considere la suite définie pour tout n € N par :

{ Ug = 4
Up+1 = f(un)

1. On atracé, en annexe 1, la courbe ¥ représentative de la fonction f sur I'intervalle [0; +ool et
la droite 2 d’équation y = x.

a. Sur le graphique en annexe 1, placer sur I'axe des abscisses, ug, u1, uz et us. Faire appa-
raitre les traits de construction.

b. Que peut-on conjecturer sur le sens de variation et la convergence de la suite (1) ?
2. Dans cette question, nous allons démontrer les conjectures formulées a la question 1. b.
a. Démontrer par un raisonnement par récurrence que u, > 1 pour tout n € N.

b. Montrer que la fonction f est croissante sur [0 ; +oo[. En déduire que pour tout entier
naturel n,ona: u,y; < Uy.

c. Déduire des questions précédentes que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 2 4 points
Commun a tous les candidats

Une urne contient trois dés équilibrés. Deux d’entre eux sont verts et possedent six faces numérotées
de 1 a 6. Le troisieme est rouge et possede deux faces numérotées 1 et quatre faces numérotées 6.
On prend un dé au hasard dans 'urne et on le lance. On note :

— VI'évéenement : «le dé tiré est vert »
— RVl'événement : «le dé tiré est rouge »

— §; I'évenement : « on obtient 6 au lancer du dé ».

1. Ontire au hasard un dé et on effectue un lancer de celui-ci.

a. Recopier et compléter I'arbre de probabilités ci-dessous.

—

\R/Sl
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b. Calculer la probabilité P (S;).

2. On tire au hasard un dé de I'urne. On lance ensuite ce dé n fois de suite. On note S;, I'événe-
ment : « on obtient 6 a chacun des » lancers ».

a. Démontrer que:

P(S,) 2 (1 "+1 (2)"
= =X|—= — X | = .
"3 ) 3713

b. Pour tout entier naturel 7 non nul, on note p, la probabilité d’avoir tiré le dé rouge, sa-

chant qu'on a obtenu le numéro 6 a chacun des n lancers.

Démontrer que :

1

Pn= ) +1

2x (3

c. Déterminer le plus petit entier ng tel que p, > 0,999 pour tout n > nyp.
Exercice 3 4 points

Commun a tous les candidats

On considére la fonction g définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par

glx) = x2(1 —Inx).
Partie A Etude de la fonction g
. Déterminer la limite de g en +oo.

. Déterminer la limite de g en 0.
. Etudier les variations de la fonction g surl'intervalle |0 ; +ool.

W N -

. En utilisant les résultats précédents, étudier le signe de la fonction g sur l'intervalle 0 ; +oo].

Partie B Représentation graphique et aire sous la courbe
Soit € la courbe représentative de la fonction g.

1. Tracer ¥ dans le repéere orthonormal ayant pour unité graphique 5 cm et donné en annexe 2.

2. Déterminer une équation de la tangente a la courbe ¥ au point d’abscisse 1. La tracer sur le
graphique.

3. Calculer l'aire en unités d’aire du domaine délimité par la courbe €, I'axe des abscisses et les
droites d’équations respectives x =1 et x = e.

Exercice 4 3 points

Commun a tous les candidats
1. Résoudre dans C I'équation

Z2-2z+5=0.

2. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O ; Z, ?) d’unité graphique
2 cm.

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives za, zg, z¢c et zp ol :

za=1+2i, zg=2Za, zc=1+V3+i, zp=2zc.
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a. Placer les points A et B dans le repere (O ; ?t), ;)

b. Calculer B~ ¢

et donner le résultat sous forme algébrique.
ZA — ZC
c. En déduire la nature du triangle ABC.

3. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle I' dont on précisera le
centre et le rayon.

4. Construire les points C et D dans le repere (O ; ;, 7) Expliquer la construction proposée.

Exercice 5 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une justifica-
tion de la réponse choisie. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de
recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évalua-
tion.

Lespace est rapporté a un repere orthonormal (O R k). On considere le point A de coordon-
nées (—1; —1; 1) etles droites 2 et 2’ de représentations paramétriques :

x = 2t-1 x = 3¢
21 y = -3t+2 outeR 2'{ y = +t'+2 oureR
z = t z = 3t'-2

Proposition 1 : « Le point A appartient a la droite 2 ».

Proposition 2 : « Le plan perpendiculaire a la droite 2 passant par le point O a pour équation : 2x —
3y+z=0».

Proposition 3 : « Les droites 2 et 2’ sont orthogonales ».

Proposition 4 : « Les droites 2 et 2’ sont coplanaires ».

V14
Proposition 5 : « La distance du point A au plan d’équation 2x -3y + z = 0 est —

Exercice 5 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une justifica-
tion de la réponse choisie. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de
recherche, méme incomplete, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évalua-
tion.

» Proposition 1: « Le reste de la division euclidienne de 20112°!! par 7 est 2 ».

e Soit a et b deux nombres entiers relatifs non nuls.

Proposition 2: «S’il existe un couple de nombres entiers relatifs (i, v) tel que ua+ vb = 3, alors
PGCD(a, b) =3».

« Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 5.
Proposition 3 : « Lentier n> — 37— 10 n’est jamais un nombre premier ».

Lespace est rapporté a un repeére orthonormal (O 1, ], k )
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« On considere le cone I' d’équation x? + y? = 522,

Soit A le point de coordonnées (-2; —1; y).
Proposition 4 : «Il existe un unique réel y tel que le point A appartient au cone I' ».

e On coupe le cone I d’équation x? + y? = 5z2 par le plan 22, d’équation x = a ot1 a € R.
Proposition 5 : « Cette intersection peut étre la réunion de deux droites ».
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ANNEXE 1

(A rendre avec la copie)

~1

P
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ANNEXE 2

A rendre avec la copie

&
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Durée : 4 heures

«» Baccalauréat S Nouvelle-Calédonie a»
obligatoire mars 2012

EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A :

On considére le polynéme P défini sur C par
P2)= 2" - (2+1V2) 2 +2(1+1v2) 2-2iv2.

1. Montrer que le nombre complexe zy = iv/2 est solution de I'équation P(z) = 0.

2. a. Déterminer les réels a et b tels que P(z) = (z—iV2) (2% + az + b).
b. En déduire les solutions dans C de 'équation P(z) =0.

Partie B:

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (O U, v ) On prendra 2 cm pour unité
graphique.
On considere les points A, B, J et K d’affixes respectives :

za=1+1, zg=1-1, zy=iv2 etzx=e?.
1. Placer les points A, B, ], K sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I'exercice.

2. Soit Lle symétrique du point J par rapport au point K. Montrer que I'affixe de L est égale a —v/2.

3. Montrer que les points A, B, ] et L appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre
et le rayon.

4. Soit D le point d’affixe zp = —1 +i. On considere!a rotation r de centre O qui transforme J en D.

a. Déterminer une mesure de I'angle de la rotation r.
b. Soit Cl'image du point L par la rotation r. Déterminer 'affixe du point C.

5. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ? Justifier la réponse.

EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

On dispose de deux urnes et d'un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Lurne U; contient trois boules rouges et une boule noire.

Lurne U, contient trois boules rouges et deux boules noires.

Une partie se déroule de la facon suivante : le joueur lance le dé; si le résultat est 1, il tire au hasard
une boule dans I'urne Uj, sinon il tire au hasard une boule dans 'urne U,.

On considére les événements suivants :

A: «obtenir 1 en langant le dé »

B : «obtenir une boule noire ».

1. a. Construire un arbre pondéré traduisant cette expérience aléatoire.

3
b. Montrer que la probabilité d’obtenir une boule noire est e

c. Sachant que I'on a tiré une boule noire, calculer la probabilité d’avoir obtenu 1 en langant
le dé.
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2. On convient qu'une partie est gagnée lorsque la boule obtenue est noire. Une personne joue
dix parties indépendantes en remettant, aprées chaque partie, la boule obtenue dans 'urne d’ot1
elle provient. On note X la variable aléatoire égale au nombre de parties gagnées.

a. Calculer la probabilité de gagner exactement trois parties. On donnera le résultat arrondi
au milliéme.

b. Calculer la probabilité de gagner au moins une partie. On donnera le résultat arrondi au
milliéme.

c. On donne le tableau suivant :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(X<k) 0,0091 0,063 7 0,2110 0,4467 0,694 3 0,8725 0,9616 0,992 2 0,9990 0,9999

Soit N un entier compris entre 1 et 10. On considere 'événement : « la personne gagne au
moins N parties ».

N 1
A partir de quelle valeur de N la probabilité de cet événement est-elle inférieure a T ?

EXERCICE 3 5 points
Candidats n’ayant pas choisi '’enseignement de spécialité

VRAI ou FAUX?

Pour chacun des énoncés suivants, indiquer si la proposition correspondante est vraie ou fausse et pro-
poser une justification de la réponse choisie.

1. Enoncé 1 : Soit (a,,) neN Une suite non constante de réels.
Pour tout entier n, on pose u, = sin (a,).

2
Proposition 1 : « On peut choisir la suite (an) nen telle que la suite (uy,) ,en cOnverge vers - »

2. Enoncé 2 : Dans le plan complexe d’origine O, on considére, pour tout entier naturel non nul

2inn

n, les points M,, d’affixe z, =e 3 .
Proposition 2 : « Les points O, M et My sont alignés. »
3. Enoncé 3 : On considére une fonction f, sa dérivée f’ et son unique primitive F s’annulant en

x = 0. Les représentations graphiques de ces trois fonctions sont données (dans le désordre)
par les courbes ci-dessous.

Proposition 3 : « La courbe 3 ci-dessous est la représentation graphique de f ».
Courbe 1

P

ol |
S,
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Courbe 2
_ o n T
2 2
_2 +4
Courbe 3
1,0 4
0,5 4
- “ /o 7
—05 4+
-1,0 4+

4. Enoncé 4 : On considére, dans un repere orthonormé de I’espace, le point A(0; 0; 3) et le plan P
d’équation 2x—y+z=0.

Proposition 4 : « La sphere de centre A et de rayon 2 et le plan P sont sécants. »

5. Enoncé 5 : On considere I'équation différentielle (E) : y' +2y = 4. Parmi les quatre courbes ci-
dessous, 'une représente la solution de (E) vérifiant
y(0) = 0.
Proposition 5 : « La courbe représentative de la solution de (E) vérifiant y(0) = 0 est la courbe Cy. »
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y
C
51 G
4+ :
3 4
Cs
2 i po}
1 +4
Cy
| | | | | | Lo | | | | | | | |
1 1 1 1 .I...'N__..{.\! 1 1 1 1 1 1 1 Ix
G514 =3 -2 ] 1 2 3 4 5 6 7
—2 1
-3
EXERCICE 4 6 points

Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = xe*.
On désigne par € la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthogonal (O A | )

Soit @ un nombre réel appartenant a I'intervalle [0; 1].

Sur la courbe ¥, tracée en annexe, on a placé les points A et B d’abscisses respectives a et 1. On a tracé
les segments [OA] et [AB]. On a hachuré la partie du plan délimitée par les segments [OA] et [AB] et la
courbe €. On a placé les points A’(a ; 0) et B'(1; 0).

Le but de 'exercice est de déterminer la valeur du nombre réel a pour laquelle I'aire de la partie du
plan hachurée en annexe est minimale.

PARTIEA:

1

1. Montrer quef xe*dx=1.
0

2. a. Donner l'aire du triangle OAA’ et montrer que l'aire du trapéze ABB'A’ est égale a

%(—aze“ +ae’—ae+e).

1
b. En déduire que !’ aire de la partie du plan hachurée est égale a > (ae*—ae+e—-2).

PARTIEB:

Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

gx)=x(e“—e)+e-2.
1. Soit g’ la fonction dérivée de la fonction g. Calculer g’(x) pour tout réel x de [0 ; +ool.
Vérifier que la fonction dérivée seconde g” est définie sur [0 ; +ool par
g'(x) =2+ x)e".
2. En déduire les variations de la fonction g’ sur [0 ; +ool.
3. Ftablir que I'équation g’(x) = 0 admet une solution unique « dans 'intervalle [0 ; +ool.
Déterminer une valeur approchée de a 2 10~! pres.
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4. En déduire les variations de la fonction g sur [0; +ool.

5. En utilisant les réponses aux questions des parties A et B, montrer qu’il existe une valeur de a
pour laquelle I'aire de la partie du plan hachurée est minimale. Donner cette valeur de a.
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Annexe

CETTE PAGE N’EST PAS A RENDRE AVEC LA COPIE

P

R

!
0 A" 06 0,8 L0 *
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