» Baccalauréat C Besancon, Lyon juin 1981 &

EXERCICE 1 3 POINTS

On désigne par S I'ensemble des solutions dans Z? de I'équation (1)
138x - 55y = 5.

1. Montrer que si (xo ; yo) est élément de S alors xo =0 (5).
2. Résoudre I'équation (1).

3. (x0; yo) étant un élément de S, quelles sont les valeurs possibles du plus grand divi-
seur commun des deux termes du couple. Déterminer 'ensemble des éléments de S
dont les termes sont premiers entre eux.

EXERCICE 2 5 POINTS

Dans un plan affine euclidien £, on considere un triangle ABC, rectangle en A, tel que
AC = 2AB = 2d (d réel strictement positif donné).

1. a. Construire le point G, barycentre des points pondérés (A, 1) (B, 2) (C, 1).
b. Construire le point Gy, barycentre des points pondérés (A, 5) (B, 2)
(G, =3).
c. Calculer G; G, en fonction de d.

2. a. Déterminer suivant la valeur du parametre réel k la nature de 'ensemble

Eip={M e 2/ MA? + 2MB? + MC? = 4k}
b. Construire E 342

3. Etudier suivant la valeur du réel positif @ la nature de 'ensemble

Co={MeP/MG, + MG, =2a}.

PROBLEME 12 POINTS

Partie A
On désigne par I l'intervalle ouvert] —1; 1[.
1. a. Vérifierquepourse Ietrel

1+st#0.

Pour toute la suite on pose

s+t
Sxt=

pourseletrel.
1+ st
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C.

Soit s € fixé; étudier les variations de la fonction T : t — s % ¢ sur I. En déduire
que laloi x est interne dans I.
Montrer que I muni de la loi x est un groupe commutatif.

. Donner le tableau de variations de la fonction G de R eh - 1 dans R qui a x associe

e** -1

G(X) = —5—.
0=z

. On pose g(x) = x— G(x) pour x € R, ; calculer g(0) et déterminer le sens de varia-

tion de g; en déduire que G(x) < x pour x e R,..
Démontrer que G est un isomorphisme de (R, +) sur (I, ).

3. Onnote H : I — R'application réciproque de G. Pour a € R, on définit sur R la fonc-
tion F, par F,(x) = ax et on considére la fonction f; = Go F;0 H de I vers I. On ne
cherchera pas a calculer H et f,; dans cette question.

a. Montrer que pour a > 0, f, est croissante sur L.

b.

Soit a et b deux réels fixés.
Démontrer que pour tout £ € [, on a

fasp(t) = fa(t) % [ (D).

c. On suppose que a < bet ¢t € [0; 1[. En utilisant 2. a. montrer que H(¢) > 0 et en

déduire que f, (1) < fp(2).

Partie B

A tout réel a > 0 on associe 'application ¢, : [0; 1] — R définie par

(n) = 1+n?-(0-0° sia>0
$all = Gipera-pe ™
©a(0) 0.

1. a. Montrer que chaque fonction ¢, est continue sur I'intervalle [0; 1]. Quelle est la

valeur de ¢,(1)?

1 1+t
b. Démontrer que H(t) = ELog 1-; pour tout t € 1.

En déduire que pour tout a > 0 ettout t € [0; 1[on a f,(t) = @,(1).

2. Pour tout a € Ry on pose

1
](d)=f0 @a(t)dt.

Calculer j(0); J(1); J(2).
Montrer, en utilisant la question B 1. b. que la fonction J : a— J(a) est croissante sur
R.. Quel est le signe de J(a) pour a > 0?

3. On suppose dans cette question que 0 < a < 1.
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a. Montrer que

site[0;1—a] alors ¢@u(f) < fa(1-a),
site]l—a; 1] alors ¢@gu(t) <1

b. En déduire, ainsi que de A 2. b., I'inégalité
J(a) < aLo 2-a +a
S8y '

c. En déduire que J est continue a droite en 0.

4. a. Démontrer, al'aide de A3.b.,quepoura>0etb>0o0na

Qarp(D) < @a(H) +@p(t) pourtoutre[0; 1].

En déduire que J(a+ b) < J(a) + J(b).
b. Montrer que la fonction J est continue a droite en tout point a > 0.
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