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Exercice 1
1. Pour le consommateur, une réduction tarifaire de 20% est préférable a 24 % de produit en plus pour le prix initial —VRAI

Soit x le prix initial et y la quantité initiale pour un rapport prix par unité de quantité de X (€ / kg par exemple).
Yy
Apres réduction tarifaire de 20 %, le prix est 0,8x pour une quantité y, soit un rapport de 0,85 (€/kg).
y

Apres hausse de 24% de la quantité, le prix est x pour une quantité 1,24y soit un rapport ﬁf 0 0,80655 41072 prés (€/kg).
y y

Donc la réduction tarifaire est Iégérement plus intéressante avec un prix par unité de quantité Iégerement moindre.
2. 1l'y a 28 dominos différents (dominos = deux cases contenant un nombre de points entre 0 et 6) —VRAI

1¢ méthode : Il y a (2) =21 dominos « non doubles » (c’est-a-dire avec deux cases contenant un nombre différent de points)

et 7 dominos « doubles » (c’est-a-dire avec deux cases ayant le méme nombre de points). Donc 21 + 7 = 28 en tout.
2¢ méthode : Il'y a 7 dominos avec au moins un six, puis plus que 6 avec au moins un cing (sans compter celui déja comptgé),
puis 5 avec au moins un quatre (sans compter ceux déja compté) .... jusqu’a 1 seul pour le « double zéro ».
(7 +1) x7
2
3 méthode : On peut aussi présenter les résultats sous la forme d’un tableau a double entrée 7x7 dont on enléve la partie
inférieure a la diagonale pour éviter les doublons. On obtient également 7 +6+5+4 +3+2 + 1 =28.

Soit7+6+5+4+3+2+1= =28.

3. S0it (u,) lasuite définie par uy=1,5 et pour toutn e I, u = .Pourtoutnel, 1<u, <2. —VRAI

Uy

Démontrons par récurrence surn, p(n): 1<u, <2,

sachantque u ,, =f(u,) ouf: x> 2_ avec f croissante sur J-o0;3[ | car f'(x)= _2(_12 - 5
3-x (3% (3-x)

Initialisation : P(0) est vrai car u, =1,5 [1; 2].

<2

n+l =

Hérédité : Supposons P(n) vrai pour un entier naturel n fixé et montrons qu’alors P(n + 1) est vraie ¢’est-a-dire 1< u
1<u, <2alorsf(1)<f(u,)<f(2) carf croissante sur |—;3][.
Orf(1)=1 f(u,)= etf(2)=2 doncl<u,, <2.
Conclusion : P(0) vrai et P(n) héréditaire pour tout entier naturel n donc P(n) vrai pour tout entier naturel n.
4. Pour tout k e, on définit fi surD par f (x)=x-2+ke™
Les points A, correspondants au minimum sur chaque courbe C, de f, sont alignés —VRAI

n+1

f, dérivablesur() etf, '(x)=1-ke ™. f '(xX)>0<=1-ke* >0 e S%@—XS In(%jc—xg—lnkexz Ink.

1
Le minimum de C, est atteint en X, =Ink et vauty, =f (Ink)=Ink-2+ke " =1In k—2+kE:In k-2+1=Ink-1=x, -1,

donc tous les points A, appartiennent a la droite d’équation y =x — 1.

5. Un sujet est créé par L, N ou G avec 35 % par L et 40 % par N. 20 % des sujets de L, la moitié des sujets de N et 80 % des
sujets de G traitent de la relativité. Le sujet traite de la relativité. La probabilité qu’il ait été écrit par N est 0,40 — FAUX
On note L I’événement « le sujet est créé par L », de méme pour N et G. On note R : « Le sujet traite de relativité ».
N, G et L partition de I’'univers donc d’aprés la formule des probabilités totales :

P(R)=P(L)xP_(R)+P(N)xP,(R)+P(G)xPs (R)=0,35x0,20+0,40x0,5+0,25x0,80 = 0,47 .

P(RAN) P(N)xPy(R)_0,40x0,5 20

Alors Py (N) = P(R) P(R) 0,47 47

200,426 31073 pres et non 0,40 -

- f(h
6. f définie sur [ vérifie : pour tous réels x et y, f(x+y)=f(x)+f(y) et I!lrr(m)% =1. Alors f est la fonction identité —VRAI
-

On peut remarquer que : - pour tout réel x, f (x) =f (x+0)=f(x)+f(0) donc f(0)=0.
- pour tout réel x, 0= (0) = (x —x) =f (x+(-x)) = (x)+f (—x) donc f (—x) = —f (x).
f(x+h)—f(x) f(x+h)+f( X) f(x+h X) f(h) donc Iimf(x+h)_f(x):Iimf(h):l.
h h h h h—0 h h—-0 h
f est donc une fonction dérivable sur 0 et de dérivée égale a 1. C’est donc la fonction identité [car f(x) = x + k avec f(0) = 0].

Alors pour h =0,




7. 1l existe une solution de 1’équation différentielle (E) : 4y’” — 12y’ + 9y = 1 qui est strictement négative sur [J — FAUX

2
(EH) : 4y — 12y’ + 9y = 0 a pour équation caractéristique 4r? —12r+9=0 < r?—3r 7 0= (r _Ej —0or= 5>
. . e 15 :
Les solutions de (EH) sont les fonctions f définies sur [ par f(X)=(Ax+B)e™" avec A et B réels
Une solution particuliere ) constante (égale a C) de E vérifie 9C=1 donc C = s

Donc les solutions de (E) sont les fonctions y définies sur [ par y(x)=f(x)+C=(Ax+B)e"> +§ avec A et B réels .

lim y(x)= lim (Ax+B)e"* G110 >0 (par croissance comparée car lim Xe* =0/ quelques soient les valeurs de A et B .
9 9 X——o0

X—>—00 X—>—00
Donc aucune des fonctions solutions de (E) n’est strictement négative sur [ car positive au voisinage de — .

8. Dans le plan, le point A(3;6) de la droite d d’équation paramétrique {X - 5_ it(t ell) est le point le plus proche du cercle C
y =5

de centre ©3(5;2) et de rayon 4 ->VRAI
Le point de la droite le plus proche du cercle C est le projeté orthogonale de €2 sur d.

On constate que d est la droite de vecteur directeur ﬂ[ﬂ passant par A (en prenantt = — 1) et que m( 4} .

AQ .u=4—4=0:Aest le projeté orthogonale de Q sur d et donc le point de d le plus proche de C.

9. Lasuite (u,) définie paruy =2 etpournell, u, = I " est décroissante, minorée par O et convergente vers 0 —VRAI
+Uu

n

Démontrons par récurrence surn, p(n): 0<u,,, <u, <2,

1+x)*  (1+x)?

sachantque u ,, =f(u,) ouf: x> % avec f croissante sur ]-1; +oof {car f'(x)= Lex—x__ 1 OJ
X

Initialisation : P(0) est vrai car Uy =2etu; =—doncO<u; <uy <2,
3

n+2 S un+1 <2

Hérédité : Supposons P(n) vrai pour un entier naturel n fixé et montrons P(n + 1) vraie c’est-a-dire 0<u

O<u,,<u,<2alorsf(0)<f(u,,)<f(u,)<f(2) car fcroissante sur |-1;+o].

n+l —

Orf(0)=0, f(Up,)=Upna F(Uy)=Upy etf(2):§<2 donc 0<u,,, <up,; <2.

Conclusion : P(0) vrai et P(n) héréditaire pour tout entier naturel n donc P(n) vrai pour tout entier naturel n.
La suite (u,) est décroissante ét¢ minorée par 0 donc convergente vers un réel L positif ou nul.

Par ailleurs, comme f est continue sur ]—1;+eo[, L solution de I'équation f (x) = x.

X
f(x):xcm:xcx:x(ﬂx)@xz:Oc)x:O L =0 et donc la suite (u,) converge vers 0.

10. La matrice A = G 2] est diagonalisable - FAUX

det(A-XI)= ‘2_ x 0 ‘ = (2—X)2 donc 2 valeur propre double (A diagonalisable sidimE, = 2, trigonalisable sinon)

2-X

oot mnamu-oa(? ) (O)en-o

0 . .
Alors E, est une droite de vecteur directeur [J donc un espace vectoriel de dimension 1. Donc A n’est pas diagonalisable

11. « Si deux matrices B et C de taille 3x3 sont égales, alors pour toute matrice A de taille 3x3,onaAxXxB=AxC »
La proposition réciproque est vraie —VRAI
La proposition réciproque est :
«Soient deux matrices B et C de taille 3x3. Si pour toute matrice A de taille 3x3,ona A x B = A x C, alors B et C sont égales »
cette proposition est vraie car si pour toute matrice A de taille 3x3, ona A x B = A x C, c’est le cas en particulier pour A = I

etdanscecas, AxB=AxCs IxB=IxCoB=C.



Exercice 2 Partie 1 : la fonction sinus
1. Dans le repére (O;T,]) , M, est le point du cercle trigonométrique tel que X soit une mesure de I’angle orienté (T;OMX) ,

iX —ix iX

. . . , . e’ +e . —-e
cos x est ’abscisse du point M, et sin X son ordonnée. Et pour tout réel x, cosx = ——— et sinx = T
i
2. Soit ABC un triangle tel que CB=ao, CA=p et ACB=6.
Apge = Basex Hauteur _ CAxBH ou H est la base de la hauteur issue de B alors A g = Pasin®

2 2 2

car dans le triangle CBH rectangle en H, sin6 = BH < BH=CBsind=asinf.

uvsina vwsinb uwsin(a+b)

3. D’apres la question précédente, Apcy = » Apagy = et Apcg =

uwsin(a+b) uvsina vwsinb uvsina . vwsinb
= + < sin(a+b)= +

Par ailleurs, A =A +A =
ACB ACH ABH 2 2 2 uw W

. V. v . . ) .
< sin(a+b)=—sina+—sinb < sin(a+b)=cosbsina+cosasinb
W u

car dans le triangle ABH rectangle en H, cosb = AH W et dans le triangle ACH rectangle en H, cosa = AH _4
AB v AC
ia _—ia nib | a-ib b a-ib  ia |, a-ia
4. Pour tous réels a et b, sinacosb+sin bcosa:e -e x & +2e +& 2_e £ +2e
i
ei(a+b) +ei(a—b) _e—i(a—b) _e—i(a+b) +ei(a+b) +e—i(a—b) _ei(a—b) _e—i(a+b) Zei(a+b) _2e—i(a+b) ei(a+b) _e—i(a+b) .
= yr = " = T =sin(a+b).

Partie 2 : Etude d’une fonction
Soit f définie sur U par f (x)=sin®(x) et C sa courbe représentative

5. a) La fonction sin est 2r-périodique et impaire sur [ : sin(—x) =—sin(x) et sin(x +2x) = sin(x) pour tout réel x.

Alors f(-x)= (sin(—x))5 =(-sin (x))5 =—(sin (x))5 =—f(x) etf(x+2m)=(sin(x+ 2n))5 = (sin (x))5 = f (x) pour tout réel x.
Donc f est 2r -périodique et impaire sur [ .

b) Pour toutt e [0; ﬂ sin (g - t) =sin [g + tj par symeétrie par rapport a l'axe des ordonnées (axe des sinus) .

s e s 5o {3 - 5)

c) fest 2r-périodique sur O donc on peut réduire I’étude a [—n; n] et obtenir le reste de la courbe par translations successives.

f est impaire sur 0 donc on peut réduire I’étude a [0; ] et obtenir la courbe sur [—;0] par symétrie par rapport a O.

Pour toutt e {Oﬂ f (g - t) =f (g + tj, donc on peut réduire l'étude a {O;ﬂ

et obtenir la courbe sur [g n} par symétrie par rapport a la droite d’équation X :g .

6. f est dérivable sur {O;ﬂ et f'(x)= SCos(x)sin4 (x) =0 sur O;ﬂ . Donc f est strictement croissante sur {O;ﬂ .

X 0 /2 X -7 -n/2 0 /2 T
Signede f’(x) | 0 + 0 Signe de f’(x) + 0 + 0

0 - 0 ~ 0

Variation de f 1 Variation de f 0 1
o T T Ty

7.f'(O):f(O):OdoncTO:y:Oetf'(EJ:Oetf(gjzldoncTn:y:1.

2 2

()(i}i()(qi done T,y -2 () 2 V2, 2y )

2 8 4 2 % 8 4 4



8. f *est dérivable sur {0;%} et f"(x)=-5sin® x +20cos’ xsin® x = 5sin’ x(—sin2 X +4cos? x) =5sin® X(cos2 X —1+ 4cos’ x)
:55in3(x)(5c052 (x)—l). Sur }Oﬂ sin(x) >0 et cos(x)> 0 avec cos décroissante .

Sur }O;ﬂ:f"(x)zo<:>50052(x)—120@ cosz(x)zéccos(x)Z% <:>strccos(i

5
T . . . . 1 . 1
Donc sur O;E f a un unique point d’inflexion en X = Arccos E [car " s’annule et change de signe en Arccos| —

JEJ]'

9. """""" """""" ; 10. Avec la méthode des rectangles on obtient I’encadrement suivant :
H i H ; v H 4
I
Zf I X)dx <
S (1)< [rrme > 2o )

car chaque rectangle a pour largeur % et pour hauteur f G—gj

j car cos décroissante .

avec i de 0 a 4 pour les rectangles sous la courbe (minoration) et i de 1 a 5 pour les rectangles au-dessus de la courbe (majoration).

4 .
lf(mj n(sm (nj+sin5(fj+sin (3 j+sm (2 DUO38&10 pres
<10 (10) 10 10 5 10 S

4 . - -
et Z Zf T 4 sin® 1 0,694107 prés. def |r_1teg_rale(n).
10 10 10 10 2 aire=0

= . . . for k in range(n) :
11. Pour completer le programme Python, il faut ajouter 1’aire du rectangle aire = aire + pi/10*(sin(k*pi/10))**5

de largeur % et de hauteur sin® (l;—gj donc TEXTE = pi/10*(sin(k*pi/10))**5 return aire

Partie 3 : Les intégrales de Wallis

T

Soit (S, )la suite d'intégrales définie pour toutn e ] par S, = J?sin” (x)dx .

I

oNnla

12.8) S, = J?sin0 (x)dx = J.fldx =[x]

S = J‘Esinl(x)dx - J'Ogsin(x)dx = [—cos(x)}og = —cos(gj+cos(0) =1.

1-cos(2x)

b) Pour tout réel x, cos(2x) =cos?(x)-sin®(x) = 2cos? (x)-1=1-2sin*(x) donc sin®(x) = >

T

82:Jozsinz(x)dx:%Iog(l—cos(Zx))dx:%{X—Sinfx)f:%((g_sinT(n)J { S'nZ(O)jJ

0

1
2

N3
|

¢) Pour tout réel x, sin3(x):sin(x)xsinz(x):sin(x)(l—cosz(x)):sin(x)—sin( )cos? ().

S, :Esins(x)dx :J.O;-[(sin(x)—sin(x)cos2 (x))dx = {—cos(x)+%(x)}2 = 0—[—cos(o)+wj :1—% = % :

3
0

13. &) Pour tout réel x e[o;ﬂ, 0<sin(x)<ldonc pourtoutnel, 0<sin(x)xsin"(x)<sin"(x) < 0<sin"™(x) <sin" (x).

<S,

n+l =

b) Pour toutn el ettoutx e [Oﬂ 0<sin™™ (x)<sin" (x) donc 0 < Ifsin”*l(x)dx < Esin” (x)dx < 0<S

(Sn ) décroissante et minorée par 0 donc convergente vers un réel L positif ou nul.

i

14.a) Pourtoutnell, S, ., _J‘Zsm”+2 (x)dx:[—cos( x)sin™ (x )]72[ +(n +1)J.0§cos2 (x)sin" (x)dx

par IPP, en posant u(x)=sin""(x) et v'(x) =sin(x) [donc u'(x)=(n+1)cos(x)sin" (x) etv(x)=—cos(x)]

Donc Sy, = 0+(n-+1) [ 2(1=sin® (x))sin" (x)dx = (n+1) [ Zsin” (x)dx—(n-+1) [ 26in™ (x)dx = (n +2)8, ~ (n+1)S,.,

n+1
Sniz :(n+1)Sn _(n+1)sn+2 @(n+2)8n+2 :(n +1)Sn S :n_

S, .
+2 "



b) Soit (R, )la suite définie pour tout n e[ par R, =(n+1)S,S,; .

Pourtoutnel, R, =(n+2)S,,;S,., =(n +2)sn+l”—+;sn =(n+1)S,S,,1 =R, donc (R, )constante égale & Ry =SS, :g
n+

c) Pourtoutnel, R, :g,donc g: lim R, = lim (n+1)S,S,,; = lim (n+1)L?

N—>+0 N—>+0 n—+w

Celaimpose lim S, =L =0carsi L=0, lim (n+1)L? =+ et non g

n—+o0o n—+oo

3 2n-1 2 4 2n
15. a) 83 = Sl = b) Pour tout n, 82 = 250, S4 = ZSZ SZn :TSZn—Z et 53 2551, SS = ESS SZnJrl = m82n71

(2n—l)><...><3><l 2nx...x4x2 _ 2nx..x4x2

(2n—1)><(2n—3)><...><3><l T
_>< = - .
27 2nx.x4x2 M (2n41)x.x5x3 7T (20 +1)x..x5x3

doncS,, = Sy =
2n 2n><(2n—2)><...><4><2 0

Partie 4 : Une loi de probabilité

Soit g définie sur [0; ] par g(x)= %sin5 (x) etT sacourbe représentative .

L (n
16. a) Formule du bindme de Newton : Pour tous réelsaetb, (a+b)" = Z[kja”‘kbk .
par

k

. b . V5 5 5 . \n—k .k . . . iy o N
b) (e”—e “) :(e"+(—e ")) :Z( j(e“) (—e “) =5t _ 53t 110e" —10e7" +5e~* —e~>" pour tout réel t.
k=0

eix _e—ix 5 (eix —e_ix )5 e5ix _5e3ix +106ix _1Oe—ix +56—3ix _e—5ix
c) Pour tout réel x, sin®(x) = h = : = _
2i 32i 32i

e5ix_e—5ix -5 eSix 3|x +10(e —ix
2%( ) ( . ) ( ):%(sin(5x)—55in(3x)+105in(x))=%sin(5x)—%sin(3x)+gsin(x).

5 3
d) G définie sur [0;] par G(x) = 15[ 1 cos(5x) , 5 cos(3x) 5

6l s "% 3 —gcos(x)]estune primitive de g sur [0;].
17. a)J x)dx =[G(x)] = G(r)-G(0)=-2G(0) [car G(n)=-G(0)]

_15 g(i Loo5 L 5) 30 (L? 10}2(3_25“50)_2(12_8)_1

16 \16 5 16 3 8) 16205 3 ) 16°\ 15 ) 256\ 15)

b) g est une fonction de densité sur [0;x] car g est positive et continue sur [0; ] avec

o

«©«
—_

x
~—
o

X

Il

[EEN

t
18. On note X la variable aléatoire de densité g et P la probabilité associée définie sur [0; n] par P(X<t) =I g(x)dx.

Onavuen 5. b) que pour toutte{o;f}, f[ﬁ—tj:f(fuj donc g(ﬁ—tj:g(ﬁﬂj.
2 2 2 2 2

La courbe T admet donc la droite d’équation X = g comme axe de symétrie ce qui implique P(X <

o)

R Y T
Alors 1=P(X <n)= J. x)dx = 2J. dx<:>P(X<2j Iozg(x)dx:O,S.Donc P[XSEJ:P[XZEJ:O,S.

N3

3n

19. On sait que P(X < j 11 0,02. P( 5 <X< 7] = P(% <X< gj par symétrie de I par rapport & la droite d'équation x :g

05=Plosx<™|=Plocx<™|+P[F<x<®|doncP(Fex< " |=p[F<x<®|=05-Plo<x<™|00.48.
2 4 4 2 2 4 4 2 4

~3a

20. p définie par p(t)=P(X <t) est continue et strictement croissante sur [0; x| avec p(AJD 0,02 et p( j 0,5

alors d’apres le théoréme de la bijection, 1’équation p(t)= 0,3 admet une unique solution t; e [gg} :

Donc il existe un unique t, € Eﬂ tel que P(X<ty)=0,3.



21. P(X< t)=j0tg(><)dx =[6(x)]; AT

1 15{ cos(5t)+5005(3t)
5

—lOCOS(t)] . Avec la calculatrice t, 01,352 1072 prés.

_cos(kx)

22.a) Par IPP, en posant u(x)=x et v'(x)=sin(kx),ona u'(x)=1etv(x)= pour tout réel k non nul,

[ SO oo st [ sn(e] st

K ok K K2 | Kk

0 0

a1 = 5 [csin® (X1 2 ([ Lin(5x) - Zsin(3x) i
b) E(X)_jO xg(x)dx_lﬁjo xsin (x)dx_16 0x[lesm(Sx) 16S|n(\’-’>x)+85|n(x)jdx

= %(ijsin (5x)dx —Sjonxsin (3x)dx +10j0nxsin (X)dxj = %(— nc055(5n) +3 ncoz(Sn) —10“005(”)]

15(n 5rn 15 (126r T
=—F| - +1OTE = = —_,
1625 3 162\ 15 2




