Correction Epreuve disciplinaire CAPLP 2024

Exercice 1

1. Soit f une fonction continue sur [0 ; +oof telle que f(0) = 0 et lim f(x) = 2 alors f croissante sur [0 ; +oo] -FAUX
X—+00

On peut trouver des contre-exemples de fonctions vérifiant les conditions; ct

ssantes sur-[0-;a] et décroissante sur [a-; -+oof :
- f affine par morceaux : f définie par f(x) = 4x sur [0 ;1]

—2x+6sur[1;2] >

2sur [2 ; +oof /

f décroissante sur [1 ;2[. / :

2
- g définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = X:ﬁ. g décroissante sur E +oo[ .

2. On propose la configuration suivante ot AB =8, BC =13, AD = 8, DE=5 avec ABFD carré alors E, F et C alignés —-FAUX
On se place dans le repére orthonormé (A;”i—jg”,%) dans lequel : A(0 ;0), B(8 ;0), C(21 ;0), D(0 ;5), E(0 ;13) et F(8 ;8).
D G L’¢équation réduite de la droite (EC) esty = — gx + 13
et on constate que F n’appartient pas a (EC) car — ;—i X8+ 13 = % * % =8
Donc E, F et C non alignés

{1

3. Soit f définie sur 10 ; T1[ par f(x) = =% qjors lim f(x) = — SVRAIL,
X—

sinZ(x)
2
On peut utiliser les DL en 0 a I’ordre 2 de cos et sin : cos(x) = 1 — X7+ o(x?) etsin(x) = x + o(x?).
XZ
7o) _ 1 - __1
ool 2 + o(1) donc }(l_l;% f(x) = >
4. Soit f définie par f(x) = In (x? + 2x — 3) alors fn’est définie que pour x > 1 -FAUX.
fdéfinieenx © x? +2x—3 > 0: A = 16 et les racines sont — 3 et 1.
x2 + 2x — 3 est du signe de a = 1 a I’extérieur des racines — 3 et 1 donc f définie pour x < — 3 et pour x > 1.
5. Soit 1’équation diff. (E) : y>> — 2y’ +y = 0 alors toute solution de (E) sur [J est de la forme x - Axe* avec A réel >FAUX.
y’’ =2y’ +y=0apour équation caractéristique r’ —2r+1=0 (r—1)?=0sr=1.
Les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur [ par f(x) = (Ax + B)e* avec A et B réels.

6. Soit la matrice M = (_xl _4X) alors si x > 2, M est inversible—VRAI.

Mestinversible @ detM # 0 @ —4+x* # 0o x> 4 o x+ —2etx # 2. Doncsi x > 2, M est inversible.

7. Dans le plan complexe, on considére les points A( —2i), B (-2 + 3i) et C(3 + i) alors ABC triangle isocéle - VRALI.
AB=|b—a| =|-2+3i—(=2i)| = |-2+ 3i+ 2i| = |-2 + 5i| = V4 + 25 =/29.
AC=|c—a|=|3+4+i—(=20)| =3+ i+2i|=]3+3i=v9+9 =/18=3V2.
BC=|c—b|=|3+i—-(=24+3i)| =3+ i+2—3i| =|5-2i] = V25 + 4 =25 = AB donc ABC isocéle en B.

8. Soient deux événements A et B tels que P(A) = 0,6 et p(B) = 0,5 alors A et B ne sont pas incompatibles - VRAL
Supposons A et B incompatibles (raisonnement par I’absurde) alors P(A U B) = P(A) + P(B) = 1,1 > 1 impossible.

Donc I’hypothése est fausse : A et B ne sont pas incompatibles.
9. On tire successivement et sans remise trois boules d’une urne contenant 4 blanches et 3 noires.

La probabilité que les deux premieres soient blanches et la troisieme noire est %—>FAUX.

Alors f(x) =

N L. e . bre de cas favorabl
Situation d’équiprobabilité donc pour tout événement A, P(A) = —o - c cas avoranes

nombres de cas possibles”

4.3.3_ 6 ,6 1

P(B; NB, NN3) = P(By) X Pg, (By) X P, np, (N3) = XX =F o=
10. La taille d’un homme ag¢é de plus de 25 ans suit la loi normale de moyenne 175 cm et d’écart-type 6 cm.

Alors parmi les hommes mesurant plus de 1,81 m, la proportion de ceux mesurant plus de 1,93 m est d’environ 1 % —VRAL.

Pirs181) (T > 193) = P(I>195 et T2181) _ PT>193) _, 099135 . ,0085 soit 0,85% & 107 prés donc environ 1 % a 0,15 % preés.
(T>181) (T>181) 0,15866

11. On considére dans le plan muni d’un repére orthonormé le cercle C d’équation (x — 7)? + y2 =25
et la droite D tangente a C au point A(3 ;—3). Alors D passe par 1’origine du repére -FAUX.

C a pour centre le point B(7 ;0) et pour rayon r = 5. D passe par le point A(3 ;-3) et AB est un vecteur normal a D.

o — . —— /x=3\ -—
Donc M(x ;y) appartienta D & AM et AB orthogonaux & AM.AB = 0 avec AM (;i n 3) et AB (‘3})

& 4(x—3) +3(y+3) = 0 © 4x + 3y = 3. Donc D ne passe pas par ’origine du repére car 4 X 0 + 3 X 0 = 0 # 3.




Exercice 2

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction polynomiale P, définie sur [0 ; +oo[ par P,(x) = Zﬁ;‘l(—l)k%

Partie 1 : Etude de la fonction P2

3 4
______- 4L LTI i gt o1

1. hm P, (x) = l—l>IIIOO X+ + 4 _Xl—l>IPooX ( x3 +2x2 3x+4) - +oocarxl_1)r+noo( x3 +2x2 3x+4) T4

2. P2 est dérivable sur [0 ; +00[ et pour tout x,P’,(x) = —1 + x — x% + x5, v 0 1 o
De plus (x—l_)(x2+1)=x3+x—x2—1 =—-1+x—-x%+x%3 =-P’2(X)- Signe de P, (x) - 0 +

3. P',(x) est du signe de x — 1 car x> + 1 > O sur [0; +oo[ . Tableau ci-contre : —

Variation de P, 0
—7/12/v
Partie 2 : Etude des fonctions Pn

4. lim Py(x) = lim 320 (~1)FX = Jim x* (oot H oo — ) = 0

"xo400 D x40 SK=1 k X—+00 2n (2n-1)x | o2x2n-2 x2n-l
. 1 1 1 1 1
car xl—1>r-|¥loo (5 - (2n-1)x ot 2x2n-2 xzn‘l) T on'

5. P, est dérivable sur [0 ; +oo[ et pour tout x, P’ (x) = —1 4+ x — =+ — x2772 4 x20~1 = 20 (—1)kyk-1 = y2n1(_q)k+igk
De plus (x + 1) P/ (x) = x X20H(— 1)K+ ixk + y2noi(—1)k+ixk = 5 1 _
2n 1)k+iygk+1 4 2n-1 1kk X )

2o (71) Zic (n ) kyk _ y2n-1 Kk k 2ny2n Signe de P', (x) - 0 +

B D - SR (DK = (1)t~ 1 n

—1)0x0=x20 — 1. ariation de P, 0

1~ oy P, (1) l

6. Pour tout x de [0 ; +oo[, P',(x) = i du signe de x2" — 1sur [0; +oof.

T_1>0e x">1ox>1.
7. D’apres le tableau de variations, P,(1) < 0
car P, strictement décroissante sur [0 ;1] avec P,(0) = 0.
k 2n+1 2n+2
— 2n+2 kX_ _1\kX _ X X 2n+1 x 1
8. a) Pour tout x de [0 ; +oo[ , Py (x) = ZEA(-DF = = 320 (- - - T —+ 2 — = PB,(x) +x (2n+2 2n+1).
b) Montrons par récurrence sur n> 2 que Pn(z) > 0.
Initialisation : P,(2) = -2+ 2 — g +4= g > 0.
Hérédité : Supposons P,(2) > 0 pour un entier n quelconque fixé (n> 2).
2n+1 2 2n+1 2n 2n+1 2n
n+1(2) =h (2) +2 (2n+2 2n+1) R (2) +2 ((2n+2)(2n+1)) >0 car Pn(Z) >0et2 ((2n+2)(2n+1)) > 0.

Conclusion : la propriété est initialisée pour n = 2 et héréditaire pour n> 2 donc vraie pour tout n> 2.

2
9.9)Lx) =0 —x+X7 =0 x(g— 1) =0 & x = 0oux = 2. Donc la seule solution de P, (x) = 0 sur [1; 4+oo[ est 2.

b) Pour n> 2, P,est continue et strictement croissante sur [1 ; +oo[avec P,(1) < 0 et lirP P,(x) = 4+
X—+00

alors I’équation P, (x) = 0 admet une unique solution x,, sur [1 ; 4oo].
Comme P,(1) < 0 < P,(2) c’est-a-dire P,(1) < P,(x,) < P,(2) alors 1 <x, < 2.

Partie 3 : Inégalités
-1
t+1

10. P, est la primitive de P’,, qui s’annule en 0 donc P,(x) = f;( P’ (Ddt= NOE

1
11. f] H%dt = [In(t + 1)]3 = In2 —In1 = In2.

12. Pour tout t de [0 ;1] et tout entier nnon nul, 0 < t>" < 1donc0 <1 — t?" <

13. a) Pour tout entier naturel n non nul, on considere la fonction g, définie sur [1 ; +oo[ par g, (t) = t2n -1- n( t2 —1).
gn dérivable sur [1 ; +oo[ et g’ () = 2nt?"~1 — 2nt = 2nt(t2""2 — 1) > 0 sur [1 ; +oof
donc g, strictement croissante sur [1 ; +oo[.
b) Comme g, strictement croissante sur [1 ; +oo[ , son minimum est g, (1) = 0 alors g, (t) = 0 sur [1 ; +oo[
donc t?" —1 > n(t? — 1) sur [1 ; +oo].

2n_ 2_ —
14. Pour tout tde [1; +oof, t?" —1 >n(t?—1)ett+1 > 0donc ol n(t-1) _ nt-D@n n(t—1).
t+1 t+1 t+1

Lt > [*n(t - 1)dt = [n(é—t)]:=n(§—x)—ne—1)=§ (¢ -2x+1) =2 x— 12

\

f —dt = In2.




Partie 4 : Limite de la suite (xn)

15. Pour tout entier naturel n non nul, 0 = P,(x,) = J;" Lt = I 1 e+ e 21 gt
- n t+1 T 0 1 1 t41
Doncf - =—f“ dtzf11t dt
t+1 0 1 '
x t21 14 n Xp t20

16. D'aprés14., pour tout x de [1; +oo, [/ de>2 (x— 1)?alors [" Il dt > 2 (X — 1) carx, € [1;+oo].

t+1

2n_ 11-t
Ldt =
t+1 0

1
Commex, € [1;+00[,0 <x,—1< }%
2ln2

18. lim [—— = 0 donc d’pres le théoreme d’encadrement lim x, —1 = 0. Donc lim x, = 1.
n—-+oo n n-+4o n-+4o

17. D'aprés 12.,15.et 16. - (x - 1) <f

—1)2 <2In2.
n

Partie 5 : Limite d’une somme
Pour tout entier naturel n non nul, on pose u, = P,(1) .

1t2n
19.un=Pn(1):f0 — —dt= fo_dt_fomdt fomdt fomdt_f —dt— [In(t + DI§ = f; 7 dt —In2.

t+1
2n zn+1q1 1
20.P0urtouttde[0;1],t+1ZldonCOS—SletOS—S £2n, AlorsOSf —dtSf tzndt:[ ]: .
t+1 t+1 0 t+1 0 2n+1lg 2n+1
21.0< [ —dt — o -n2< [} dt—1n2 <l —mme-ln2<u, < ——In2.
2n+1 2n+1
Comme lim - —1In2 = —In2 alors hm u, = —In2 d’apres le théoréme d’encadrement.
n-+oo n—+oco
_1k
22. Soit (v,,) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par v, = Y3_; %
Dk GO0 ok 1 1.
a) Van = 12<1;1T: P,(1) = upetvynyy = ﬁgisz pa i1 P, (1) - e Un T
b) Comme nl_1)moo — = =0, nl_1)r+r1oo Vop = nHer Vons1 = nlirpw u, = —In2.

c) Comme la suite d'indices pairs (v,,) et la suite d'indices impairs (v,,,,) convergent toutes les deux vers —In2
(D
= —In2.

alors la suite (v,,) converge éaglement vers — In2 . Donc lim v, = lim Y»}_;

n—-+oo n—+oo
d) On a vu en 21. que pour tout entier naturel n non nul, —In2 < u, < ﬁ —1In2 alors 0 < u, +1n2 < Z:T
1 N
e) —u, < In2 < —u, + —— donne un encadrement & — deln2.
2n+1 2n+1
Donc il suffit d’écrire un algorithme donnant la valeur de — u,, pour le premier entier n tel que %< €.
L’algorithme s’arréte nécessairement car lim ﬁ = 0, donc il existe N tel que pour tout n > N — <&

n—+oo
Langage naturel :
Initialisation :u=0,5etn=1[car —u; = —P,(1) =1 —% = é =0,5]

Traitement : Tant que L >e
2n+1

usu+ (2n+1)(2n+2)
1 1
car —tnyy = —Fopa (D = -P(D) + 2n+1 2n+2 B+ (2n+1)(2n+2) ~Up + (2n+1)(2n+2)
n=n+1
Sortie : Afficher u. —
Langage Pvthon : def 3pPBo>5<In2(EpS|I0n).

n=1

while 1/(2*n + 1) > Epsilon :
u=u+1/(2*n+1)*(2*n+2)
n=n+1

return u

f) —u, est une approximation de In2 & ; prés et on veuta 1073 pres.

2n+1<10 <:>2n+1>103@2n+1>1000<=n>ﬁ<=n>500

On est slIr que — uggeest une approximation de In2 a 1073 pres.
[Avec la calculatrice, on constate que — u,sqest déja une approximation de In2 & 1073 prés.




