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Exercice 1 : Addition sur une parabole

—

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, 7, 7). Pour tout point M du plan, on note
(xar5 ¥a) ses coordonnées.

Soient 2 la parabole d’équation y = x? et A la droite d’équation y = —1.

Pour tous points A et B de 22 tels que y4 # yp, on note A® B le point de 22 dont 'abscisse
est celle du point d’intersection des droites (AB) et A.

Partie 1 : propriétés de ®.

1. Soient A et B deux points de &2 tels que y4 # yp. Exprimer x4 p en fonction de x4
et xg.

2. Soient A, B et C trois points de £2. On suppose que

YAZYB YAeBZYC» YVBZYC, YAZ YBacC-

Démontrer que les points (A@ B) @ C et A® (B @ C) sont confondus.

Pour tout point A de & distinct du point O (de coordonnées (0;0)), on note A® A le point
de &2 dont I'abscisse est celle du point d’'intersection de la tangente a 22 en A et de A.

3. Soit A un point de & distinct de O.

a. Exprimer x4 4 en fonction de x 4.
b. Soit B un point de £ tel que

VAeAZYB, VAZYB, VAZ VAeB

Démontrer que les points (A& A) @ B et A& (A @ B) sont confondus.

Partie 2 : étude d’une suite de points

Soit A un point de 2. On lui assocte une suite de points (A,) définie par Ap = A etla
relation de récurrence :

Ap,® A, siA,#0

pour tout entier n >0, Ap4 = .
0, sinon.

Pour alléger les notations, on pose x, = x4, .
4. On suppose, dans cette question, que A est le point de coordonnées (3;9).

a. Démontrer que, pour tout n dans N, on a x, # 0.
b. Démontrer que la suite (x,) ne converge pas.

On rappelle que, pour tout x dans Q*, il existe un unique couple d’entiers (a, b) tels que
b>1,PGCD(a,b)=1etx= z. On note alors H(x) le plus grand des entiers |a| et | b|, soit
H(x) = max{|al, |bI}.

Par exemple H _?4 =4,

On convient de plus que H(0) = 1.

Pour tout point P de la parabole 22, tel que x,, appartienta Q, on pose

h(P) = In(H(x))).

5. Démontrer que, pour tout ¢ dans N*, I'ensemble E(c) = {P € 2, x, € Q et h(P) < ¢}
est fini.
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6. Soit (a,b) € Z* x N*. Démontrer que, si PGCD (a, b) = 1, alors
PGCD (a? - b?,ab) = 1.

7. Démontrer qu’il existe deux réels m et M tels que pour tout point P de la parabole
2 tel que x), appartienta Q*, on a

m+h(PoP)<2h(P)<h(Pe®P)+ M.

8. Soit (1) une suite réelle. On pose

n-1
vo=0 et,pourtoutn>1, v,= [Upr1 — Ukl
k=0

On suppose que la suite (v,) est majorée et on souhaite démontrer que la suite
(uy) converge :

a. Démontrer que la suite (v,) converge.

b. Démontrer que pour tout entier naturel #, on a

0< Ups1 — Up+Ups1 — Unl <2|Upsr — Unl.

c. En déduire que la suite (1, + v,) converge.
d. Conclure.
9. Soit a nouveau le point A de coordonnées (3;9) et soit (A;) la suite récurrente as-

sociée a A. Pour tout entier naturel n, on pose t,, = h(z’i”). Démontrer que la suite
(t,,) converge.

Exercice 2 : Suite positive et suite bornée

Pour tout réel a, on appelle suite associée a « la suite (1) définie par up =u; =1 et

_ .2 4
Up+2 = Upiy — QU

pour tout entier n > 0. On dit que a vérifie la propriété 22 si tous les termes de la suite
(u,) assoctée a a sont strictement positifs, et que a vérifie la propriété A si la suite (uy)
associée a a est bornée.

Partie 1 : Propriété &?

1. Quels sont les réels a qui vérifient la propriété & et qui appartiennent
a. alintervalle [1; +oo[?
b. alintervalle] —oo; 0]?
2. Soit a@ unréel appartenant a l'intervalle ]0; 1] et (u,,) la suite qui lui est associée; on
suppose, dans cette question, que «a vérifie la propriété &2.
a. Démontrer que 0 < U4+ < U, < 1 pour tout entier n > 0.
b. Quelle est la limite de la suite (u;)?

. Un+1 . .
c. Pour tout réel n > 0, on pose x, = ——. Exprimer x,.1 en fonction de «a et
u

n
de x,.

d. Démontrer que la suite (x,) admet une limite finie, que 'on notera x,, et
exprimer xgo(l — Xo) en fonction de a.
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w

. Soit @ un réel appartenant a 'intervalle

4
e. En déduire que a < 77

Quels sont les réels a qui vérifient la propriété 22?

Partie 2 : Propriété %

Quels sont les réels a qui vérifient la propriété 98 et qui appartiennent
a. alintervalle] —oo; 0[?
b. alintervalle [0:1]2

. Soit @ un réel appartenant a l'intervalle ]2 ; +ool et (1) la suite qui lui est associée.

Pour tout n > 0, on note vy, le plus grand des réels |ug|, |u1], ..., u,l, soit
vp =max{lugl, [tl,..., lunl}

a. Démontrer, pour tout entier n > 1, que v, = |u,—1l, ou vy, = [uyl.

b. Leréel a vérifie-t-il la propriété 98?2

9
- ; 2| et (uy,) la suite qui lui est associée.

a. Pour toutréel x, on pose P(x) = ax’ —x—1et Q(x) = 8x> —116x% +494x —441.
Démontrer que

(11 —Za) 2-a)Q(a)

P =
7 73

b. Etudier les variations de la fonction x — P(x) sur l'intervalle [1 ; +oo] et de la
fonction x — Q(x) sur l'intervalle [1 ; 2].

c. Quelestle signe de Q(a)?

d. Comparer les réels et —us.

e. Leréel a vérifie-t-il la propriété %8 ?

. Soit @ un réel appartenant a I'intervalle ]1 ; % [ Pour tout réel x, on pose Sp(x) = x,

S1(x) =1, puis
Sk+2(X) = S1(0) - aSe (0)*

pour tout entier k > 0. On admet pour I'instant qu'’il existe un réel t(a) > 1 tel que

1< S4(x) < S3(x)% < t(@)*Sy(x)

pour toutréel x € [1; t(a)].

2
u
a. Soit n > 0unentiertel que 1 < Uy < ufl <t(a)?ups1; On pose x, = L
Un+1
k- .
Démontrer que . = uflﬂl Si(x,) pour tout entier k > 1.
b. Leréel a vérifie-t-il la propriété 28?2
a+2

. On démontre maintenant que l'unique réel positif t(a) tel que t(a)* = vérifie

les hypotheses de la question 7.
a. Démontrer que S4(x) < S3 (x)2 pour tout réel x.
7(a—

1
b. Démontrer que 0 < Sy (%)% < T) pour tout réel x € [1; t(a)]

c. Démontrer que 1 < S4(x) pour tout réel x € [1;t(a)].
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) , _2+xt ,
d. Démontrer que S3(x)° < 3 S4(x) < x°S4(x) lorsque x = t(a).
. S
e. Etudier les variations de la fonction x — S 4(();)2 sur l'intervalle [1 ; t(a)].
3(X

f. Conclure.

9. Quels sont les réels a qui vérifient la propriété 28?2

Exercice 3

On dit qu'une fonction f vérifie la propriété & si, pour tout réel x,

1
flx+1) = E+\/f(x)—f(x)2.

1. Proposer une fonction continue qui vérifie la propriété &.

2. On rappelle qu’'une fonction g définie sur R est périodique s’il existe unréel T >0
tel que

pour toutréel x, g(x+T) = g(x).
Soit f une fonction vérifiant &. Démontrer que f est périodique.

1
3. Proposer une infinité de fonctions continues f vérifiant & et f(0) = >
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