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Groupement B2

Exercice 1 10 points
On coule du béton pour faire une dalle. Au début, le béton est mou, puis, au fil du temps, il
seche, et devient plus résistant. On note f () la résistance du béton a I'instant t.

f(t) est exprimée en mégapascal (MPa) et ¢ désigne le nombre de jours de séchage.

Partie A. Résolution d’'une équation différentielle
On admet que f est solution de I'équation différentielle : (E) y'+0,06y =2,1.

1. Onrésout sur [0 ; +oo[ I'équation différentielle : (Ey) '+ 0,06y =0.

D’apres le cours, on sait que I’équation différentielle y’ + ay = 0 a pour solutions les
fonctions y définies par y(1) = ke %!, ou k € R, donc I'équation différentielle (Ep) a
pour solutions les fonctions y définies sur [0 ; +oo[ par y(t) = ke %% ot1 k e R.

2. On considere la fonction constante g définie sur [0; +oo[ par g(t) = 35.
g'(1)+0,06g(r) =0+ 0,06 x 35 = 2,1 donc la fonction g est solution de I'équation diffé-
rentielle (E).

3. On en déduit que les solutions de I'équation différentielle (E) sont les fonctions f dé-
finies sur [0 ; +ool par f(f) = ke %%/ +35 ot k e R.
4. ATlinstant ¢ = 0, on considere que la résistance du béton est nulle donc f(0) = 0.

f0)=0 < ke 006%0435-0 < k+35=0 < k=-35

Donc la fonction f est définie sur [0 ; +oo[ par: f(f) = —35e ~*06/ + 35,

Partie B. Etude de fonction
On consideére la fonction f définie sur [0; +oo[ par: f(f) = —35e ~*06/ + 35,
1. Larésistance du béton apres 7 jours de séchage est, en MPa :
f(7)=-35e7906%7 1 35 ~ 12,0.

72 heures correspondent a 3 jours. Donc la résistance du béton apres 72 heures de
séchage est, en MPa: f(3) = -35e "006*3 135~ 58,

2. Onadmet que la fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.
Pour tout réel € [0; +oo[, ona: f'(t) = —35 x (—0,06) e %06/ 10 = 2,1 70067,

3. Pour tout ¢ de [0; +oo|, e %% >0 donc f'(t) > 0.

On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur [0 ; +ool.
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4. lim ef’=0et lim —0,06t = —codonc lim e 0067
T——oc0 t—+00 —+o00

On en déduit que lim f(#) = 35.
t—+oo

La résistance du béton va tendre vers 35 MPa.

5. Le fabricant du béton affirme que la résistance apres 28 jours de séchage correspond
a 80 % de la résistance finale.

Cette résistance est donc de f(28) soit environ 28,5 MPa.
80 % de 35 correspondent a 0,8 x 35 = 28.

Donc I'affirmation du fabricant est juste.

1750
6. On considere la fonction F définie sur [0 ; +oo[ par F() = (T) e 0067 4 35¢,

1750 1750 x 0,006

3

F%nz( JX(—QO&e‘Q%‘+35=—(
=-35e7 006 1 35 = (1)

)e—Q%I+35

Donc la fonction F est une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.
7. Lavaleur moyenne de la résistance du béton sur les 28 premiers jours est :

M= %ﬂnm—l{me“uin&—ﬂm]

28-0Jo 28 0~ 28
1 [({1750 1750

=— “———Je‘wm”8+35x2ﬂ—m(———)e””“°+35xﬂ
28 |\ 3 3
1 [(1750 1750

== (———)e_“%+980—————]:18
28|\ 3 3

Partie C. Algorithme

Onnote N le nombre entier correspondant au nombre minimal de jours de séchage permet-
tant d’obtenir une résistance au moins égale a 21 MPa.

1. On complete I'algorithme.

Ligne 1 r—0

Ligne 2 R0

Ligne 3 Tant que R <21

Ligne 4 r—1t+1

Ligne 5 R «— —35e7 0067 4 35
Ligne 6 Fin Tant que

2. En utilisant la calculatrice, on trouve : f(15) = 20,8 <21 et f(16) = 21,6 > 21.

Donc le nombre entier correspondant au nombre minimal de jours de séchage per-
mettant d’obtenir une résistance au moins égale a 21 MPa est N = 16.
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Exercice 2

e(t) <> c__ s(1)

On consideére un circuit LC.

Le signal d’entrée est noté e(#). Le signal de sortie est noté s(t).

Le systeme est régi par I'équation différentielle (E) : LCs" (1) + s(t) = e(r).
Les conditions initiales sont : s(0*) =0 et s’ (0%) = 0.

10 points

1. Onsait que L=10H et C = 10~° F. Léquation différentielle (E) s’écrit donc :

10 x 1072 x s”(2) + s(¢) = e(?) soit 1074s"(2) + s(2) = e(?).
2. On suppose que :
La fonction e(t) admet une transformée de Laplace notée E(p)
La fonction s(¢) admet une transformée de Laplace notée S(p).

On applique la transformée de Laplace al'équation différentielle et on utilise sa linéa-

rité.

L1075 (1) + s() = L (e(1) = 107 L (5" (1) + L (s(1) = Z (e(1)

< 107*(p*S(p) - ps(0") - 5'(0")) + S(p) = E(p)
= 107'p*S(p) + S(p) = E(p) <= (107'p* +1) S(p) = E(p)

3. Lafonction de transfert H(p) est définie par: S(p) = H(p) x E(p).

S(p) S(p) 1 1 10*

Donc H(p) = = 3 =—0 =1 =— I
E(p) (10p2+1)S(p) 107*p2+1 Lp2i1 p2+10

L o aie .. | A@®)=0 si <0

4. On note % (t) la fonction échelon unité définie a1ns1.{ UBH=1 si >0

On suppose désormais que 'on a : e(t) = 3% ().

On représente graphiquement le signal e(¥).
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) N . . 3
5. D’apres le formulaire, on peut dire que E(p) = ;

3
_ E(p) D 3 3 x 10
6. (107*p*+1)S(p) = E(p) donc S(p) = = = =
(1072 p*+1) $(p) = E(p) done S(p) 1074p?2+1 1074p2+1 1074p3+p p3+10%p
3 3p _3(p*+10Y)  3p*  3p*+3x10°-3p°  3x10° _ ()
p 2100 p(pP+10%) p(p2+10Y)  pi+l0fp  pi+lotp P
3 3
7. Ils’agit de chercher 'expression dont la transformée de Laplace est S(p) = —— 2—p
p p>+104

1
* Pour obtenir la fonction p — ;, il faut partir de t — % (¢), donc pour obtenir la
3
fonction p— ;, il faut partir de r — 3% ().

* Pour obtenir la fonction p — 5 ilfaut partir de la fonction ¢ — cos(w )% (1),

P
p>+w

donc pour obtenir la fonction p — il faut partir de t — 3 cos(10? )% (1).

p%+10%’

On en déduit que s(#) = 3% (1) — 3 cos(10% )% (1) = 3% (1) [1 — cos(1007)].
8. On considere les 4 croquis ci-dessous.
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Croquis n° 1 Croquis n° 2

/\/\/ /
\VARVARV,

Croquis n° 3 Croquis n°4

AVAVAVAYAY

Le croquis représentant la courbe de s(¢) est le croquis 2.

En effet :
* Pour £ =0o0n acos(100¢) = cos(0) =1 donc s(0) =0.
On peut donc éliminer les croquis 3 et 4.

* —1< cos(100¢) < 1donc 1—-cos(100¢) > 0 et donc s(t) > 0 pour tout y > 0.
On peut donc éliminer le croquis 1.
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