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EXERCICE 1
Commun a tous les candidats

Partiel

Lespace E est rapporté a un repere orthonormal (O, 1, ], k )
Les points A, B, C et D ont pour coordonnées respectives :

(=1;0;2), @3;2;-4), (1;-4;2), (5;-2;4).

5 points

On considere les points I, ] et K définis par : I est le milieu du segment [AB], K est le milieu

—_ 1 —_
du segment [CD] et B] = 1 BC.
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Il n’existe pas de réel A tel que ff = AIK : les vecteurs ff et IK ne sont pas coli-

néaires donc les points I, J et K ne sont pas alignés.

b. D’apres la question précédente les points I, J et K déterminent un plan (IJK) et

I'on sait que :

Mx;y; 2e JK) &< ax+by+cz+d=0,

avec a, b, c et d réels. Ainsi

I1;1; -D)edK) <= a+b—-c+d=0;
J3;4;-3)eWK < 3a+ib-3c+d=0;
KB3; -3;3)e(JK) < 3a-3b++c+d=0.
Les réels a, b, c et d vérifient donc le systéme :

a+b-c+d =0 3a+3b-3c+3d
2a+3b-3c+d = 0 << 3a+3b-3c+d
3a-3b+3c+d = 0 3a-3b+3c+d

2
par somme des lignes (1) et (3) on obtient 6a+4d =0 < a= —gd.

Le systéme devient :

o

b—c+ %d =0
b—5c— %d = 0 d’ou par différence des lignes (1) et (2)
-3b+3c-d = 0

4c=-3d < c=-3d;enfinlaligne (3) donne
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3b=3c-d=-2d-d=-3d,doub=-3d.
Finalement: M(x; y; z) € JK) < —2dx-
en multipliant par —12 et en simplifiant par d :

39

5dy— %dz+ d =0 et finalement

8x+9y+5z-12=0.

c. OnaM(x; y; z2)€(AD) < m:tﬁ, relR.

x—1 6
Avec AM | y—0| et AD | -2 | I'équation ci-dessus se traduit par le systéme :
z—2 2
x+1 = 6t
¥y = -2t teR.
z-2 = 2t

Le plan (IJK) et la droite (AD) sont sécants en un point L si les coordonnées de ce
point (x; y; z) vérifient le systeme :

x+1 = 6¢

vy = =2t i .

=9 _ o en remplacant dans la derniere équation x, y et
8z+9y+5z—-12 = 0

z par leurs valeurs en fonction de ¢ on obtient :
8(-1+61)+9x (—12t)+5(2+2t) =0 < -8+48r-18t+10+10t-12=0 <
30t=10 < t= 3"

. 2 8
Avec cette valeur de t on obtient L1 ; -3 ;=

3
3 3
6 1 21
d. OnaAL|—=|etAD|-2|,dou-AD|——|.
2 4 2
1 2 1
2 2
Partie II

Plus généralement, dans I'espace E, on considére un tétraedre ABCD ainsi que les points 1, J,
K et L définis par I est le milieu du segment [AB], K est le milieu du segment [CD].

AL = ZAD et ] = 2 BC
Soit G le barycentre de (A, 3), (B, 3), (C, 1), D, 1).

1. Si G; est le barycentre de {(A, 3), (D, 1)}, on sait que 3G_11{ + 1@ =0 & 3@ +
m +AD = 3 — A_G£ = iﬁ Sur la droite (AB) G, est le point d’abscisse % pour
le repere (A, B) : c’est le point L. L .
Si Gy est le barycentre de {(B, 3), (C, 1)}, on sait que 3G2B +1G,C =0 < 3G;B +
G_lli +BC=0 = B_G£ = ifd Sur la droite (CD) G est le point d’abscisse % pour
le repere (C, D) : c’est le point J.
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2. D’apres la propriété d’associativité du barycentre on peut trouver le barycentre G de
deux facons:

e On calcule d’abord le barycentre L de A et D d’'une part puis le barycentre J de B
etdeCde (I, 4) et (], 4) : c’est le milieu de [L]]
Le barycentre G des quatre points est le barycentre de I et ] pondérés par 4 : G est
donc le milieu de [IJ].

e On calcule d’abord le barycentre de A et B pondérés par 3 : c’est le milieu I pon-
déré par 4 d'une part puis le barycentre de C et de D pondérés par 1 : c’est le point
K.
On calcule enfin le barycentre J de B et de C de (I, 4) et (K, 4) : c’est le milieu de
[1K].
Le barycentre G étant unique on a démontré que le milieu de [L]] est le milieu
de [IK], autrement dit (IJKL) est un parallélogramme : les points I, J, K et L sont
coplnaires.

EXERCICE 2 5 points
Enseignement obligatoire

, 1z—-2

z+i

iai-2 —-a-2 a+2 .
= = 1.
ai+i i(a+1) (a+1)

1. Soitz=aiavecacReta# —1,alors z’ =

z' est un imaginaire pur.

N . . iz-2 . .
2. zestinvariant par f si et seulement si z' = z < — = z &= iz-2=2z(z+i) <
z+i
z? = —2: cette équation a deux solutions dans C : —v/2i et v/2i qui sont des imaginaires

purs.

iz—2—-iz+1 .
— | x|z+i]| =
z

x|z +1i| = x|z+1i| =1 car

;s L [iz-2 .
3. |z —1|><|z+1|: ——i
z+i
[—1=1.
Si M d’affixe z décrit le cercle de centre A et de rayon 2, on a |z — (—i)| = 2 soit |z +i| =2

zZ+1i

1
et d’apres le résultat précédent son image M’ d’affixe z’ est telle que |z’ —i| = 5 ce qui
montre que le point M’ appartient au cercle centré au point d’affixe i et de rayon 2

4, a. (z+i)2 :z2+21z—1;

Z224+2iz-2=2242iz—1-1=(z+1)%-1=(z+i+ D (z+i—1)
iz—2

b. M’ estle symétrique de M par rapportaOsiz' = -z < =-z <

z+1i
iz—2=-2z(z+i) = iz-2=-7z%-iz & z?+2iz—2 =0, soit d’apres la factori-
sation précédente :
z+i+1 =0 z = -i-1
+i+1)(z+i-1)=0 < —
(e+i+Dlz+i-1) {z+i—1 =0 {z = —i+l

Les points solutions sont les points de coordonnées (-1; —1) et (1; —1).
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i(z—z
5. [On pourra remarquer que z' = Q)

Z— A
iz—2 B iz+ix2i B i(z + 2i) B i(z—zg)

Onaz = — = — = — = .
zZ+1 z—(-1) z—(-1) Z—2p

i(z-zp) |z — zp|
Onadonc|Z|=1 hadiies o g Bl = |z—zgl = |z—za| =
zZ—2zp |z~ zal
BM = AM :les points solutions sont les points appartenant a la médiatrice du segment
[AB].
EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité
Partie I

Soit x un nombre réel.
1. Quel quesoit x € R, x*+4=x*+4+4x% —4x% = (x* +4+4x%) —4x? = (x2 +2)° —4x%.

2. x+a=(x2+2)°-@2u0? = (k2 +2+2x) (x2+2-2x) (2 +2-2x) = (2 +2x+2) (x* —2x+2)
(produit de deux trin6mes).

Partie 11

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considere les entiers A = n? —2n+2 et B = n? + 2n+2 et d leur PGCD.

1. D’apres la partie ], avec n€ Z, n*+4=(n*+2n+2)(n*-2n+2): cet entier est donc
le produit de deux entiers :

— Ces entiers ne peuvent étre 1 et n* + 4, car on aurait :
n?-2n+2=1 ¢ n’-2n+1=0 < (n—-1)>=0 < n =1 impossible car
n=2;
— ces entiers ne peuvent étre n* + 4 et 1, car alors
n?+2n+2=1< n’+2n+1=0 < (n+1?>=0 < n=-1:impossible car
n>=2.
Conclusion n* + 4 est le produit de deux entiers distincts aucun d’eux n’étant égal a 1 :
n* +4 n’est pas premier.
2. Soit d un diviseur de A qui divise 7 et aussi donc n? et aussi A—n®> —2n=2:donc d
divise 2.
3. Si d est un diviseur de A et de B il divise aussi la différence B— A = n® +2n +2 -
(n*-2n+2)=4n
4. Dans cette question on suppose que n est impair.
a. o Sin=2p+1, peN,alors A= 2p+1)2-2Qp+1)+2=4p?> +4p+1-4p-2+2=
4p? +1 ce qui montre que A est impair;
eSin=2p+1, peN,alors B= 2p+1)?+2Q2p+1)+2 =4p* +4p+1+4p+2+2 =
4p*+8p+4+1+1=2(2p*+4p+1)+1 ce qui montre que B est impair.
Conséquence : d ne peut étre pair (un pair ne peut pas diviser un impair), donc
d est impair.
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b. Si d est un diviseur commun a A et B il divise aussi la différence B— A = 4n. .
Comme d divise 4n et qu’il est premier avec 4, il divise donc 7.

c. En déduire que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.
5. On suppose maintenant que 7 est pair.

a. Montrer que 4 ne divise pas n? —2n +2.
b. Montrer que d est de la forme d =2p, ou p est impair.

c. Montrer que p divise n. En déduire que d = 2. (On pourra s’inspirer de la dé-
monstration utilisée a la question 4)

PROBLEME 5 points
On considere la fonction f définie sur R par:

f) =x—(¥*+4x+3) e .

On désigne par (€) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormal
(O, 1, J ); I'unité graphique est 2 cm.

Partie A - Etude d’une fonction auxiliaire g
Soit la fonction g définie sur R par:

glx) = (x*+2x—-1)e  +1.

-

¢ |imite en +oo:

Ona g(x) =x*e *+2e *c—1e~*; or on sait que pour tout n € N, liIP x"e ™ =0,
X—+00
donc par somme de limites lirP glx)=1.
X—+00

o limite en —0co:Ona lim x*+2x-1=+coet lim e~
X——00

= +o00, donc par produit de
X—+00

limites: lim g(x) = +oo.
X—+00

2. g produit de fonctions dérivables sur R est dérivable et sur cet intervalle :
g =Rx+2)e *—(x*+2x-1) e =e ¥ (-x*+3).
Comme quel que soit x € R, e ¥ > 0, le signe de g’(x) est celui du trinéme 3 — x? =
(V3+x)(v3-x).

3. D’apres la question précédente g’(x) est négative sauf sur I'intervalle ] — /3 ; v/3[ ol1
g'(x)>0.
La fonction g est donc décroissante sur | —oo ; —v/3[ de plus I'infini a
g(—v3) = (2-2V/3) e V3+1 ~ —7,28, puis croissante de g(—v/3) 2 g(v/3) = 2+2v3)e "3+
1~ 7,97, et enfin décroissante de g(v/3) a 1.

4. a. Lafonction g est dérivable sur R donc continue sur cet intervalle :

e Sur l'intervalle ] —oo ; —v/3[, la fonction g est strictement décroissante de moins
I'infini & environ -7 : d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe
donc un réel unique a €] — oo ; —V/3[, tel que f(a) =0;
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o Sur l'intervalle ] — v/3 ; v/3[, la fonction g est strictement croissante de moins
sept a environ huit : d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc
un réel unique B €] —v3; —v3[, tel que f(B) = 0.
eOnag0)=0+0-1e°+1=-1+1=0,donc =0
b. La calculatrice donne g(-2,4) = 0,56 et g(—2,3) = —2,09 donc -2,4 < a < -2,3.
5. D’apres les résultats de la question 4. et le tableau de variations, on en déduit que :

e g(x)>0sur]—oo; al;

e g(x)<Osurla; 0[;

e g(x)>0sur]0; +—oof

Partie B - Etude de la fonction f

1. e Limiteen —oo:
3 3
f)=x-(x*+4x+3)e ¥ =x* 122
X

-X
e .
x2

e =x2

X

3 3
Ona lim -1--—+—=-let lim e " =+oodonc par produit de limites

X——00 X X X——00

. 3 3

lim [-1->+-
X——00 X X

XEIPw f(x) =—o0.

e ¥ =—ocoetcomme lim x?v = +oo, par produit de limites :
X——00

e Limite en +oo:

X

f(x)=x—x*e *—4xe *-3e "%, or on sait que quel soit a € R, lirP x%e " =0,comme
X—

lim x = +oo, on afinalement :
X—+00

lim f(x)=+oo.
X—+00

2. a. f est une somme de produit de fonctions dérivables sur R, donc sur cet inter-
valle :
fl=1-2x+4)e *+(x*+4x+3)e "=
1+e (a2 +4x+3-2x-4)1+e ¥ (x> +2x-1) = g(x)
b. Lesigne de g(x) a été donné ala fin de la partie A; on en déduit les trois variations
de la fonction f :

X |—00 a 0 +00
f'(x) + 0 - 0 +
~6,8 +00
—00 -3

3. Ona f(x)—x=—(x*+4x+3) e ™"
Or on a démontré a la question 1. que y_ 1o (x2 +4x+ 3) e ¥ =;il en est de méme de
son opposé donc lirP [f(x) — x] =0, ce qui montre le résultat demandé.
X—+00

4. a. Les points communs a (D) et a la courbe (%) ont des abscisses telles que f(x) =
x = —(x*+4x+3)e ¥=0 < x*+4x+3=0care *#0.
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or x> +4x+3 = (x+1)(x +3) : les deux racines du trinéme sont —3 et —1 : si A est
le point d’abscisse —3, son ordonnée est f(—3) = —3 : B est le point d’abscisse et
d’ordonné —1.

A(-3; 3)etB(-1; -1).

b. Soit A la fonction définie sur R par A(x) = x — f(x) = (x> +4x +3) e ™.
Comme e ~* >0, le signe de A(x) est celui du trindme x? + 4x + 3.
On sait que celui-ci est positif sauf entres ses racines -3 et —1.

Conclusion : (D) est au dessus de (¥), sauf sur I'intervalle ] -3 ; —1][.
A

Partie C - Calculs d’aire

1. Soit H la fonction définie sur R par:

H(x) = (ax*+bx+c)e ™.
Déterminer les réels a, b et c tels que la fonction H soit une primitive de la fonction h
définie par:
h(x) = (x* +4x+3) e .

H est une primitive de h sur R si :
H'(x) = h(x) < (2ax+b)e *—(ax*+bx+c)e *=(x*+4x+3)e ™ < [-ax’+Q2a—-b)x+b-c|e ™=
(x> +4x+3)e ™ < —ax*+QRa—-b)x+b-c=x*>+4x+3.
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On en déduit aussitot par identification :
a=-lpuis2a-b=4 < 2a-b=4 < -2-b=4 < b=-6,etenfinb-c=
< 6-c=3 < c=-9.
F(x)=(-x>-6x-9)e "
2. On a vu que la courbe (¥) est au dessus de la droite (D) pour x € [-3 ; —1]. L'aire a

calculer (/) est donc égale a:
-1 -1 -1
(d):f [f(x)— x] dx:f - (x2+4x+3)e‘x] dxzf —h(x)]dxz[H(x)]Zé;
-3 -3 -3
(/) =4e —0=4e. (en unités d’aire).

3. Onsait quesi x > —1, (D) est au dessus de la courbe (6)

a. Onadonc (dm)=f [x—f(X)]dX=f h(x)dx =[Hx)]" =
1 -1

—(m?*+6m+9)e " +4e.
b. Onsaitque lim —(m?+6m+9)e ™ =0,donc lim (o) =4e.
m—+oo m—+oo
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