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Exercice 1 4 points
1 0 0 1 0 0
1. ¢ est défini par la matrice | 0 @ —@ =10 cosy —sing
0 @ @ 0 sin% cos%

En notant A D’axe vectoriel défini par 7, ¢ est une rotation vectorielle d’axe A et

d’angle de mesure 7.

2. Recherche des points invariants de f :

r=x+a 7 a=20 a0 =
2 2
yz%y—@z—i—l <~ (7—1>y—722—1 e y=2+2.
p=Py+ Pz -1-V2 §y+<§—1)z=1+ﬂ z=

Notons D l'ensemble des points invariants (y = 2+ /2 ;2 = 0) dans le cas a = 0. D
=\ —

est une droite affine de direction ( 1 ) 1 est choisi pour 'orientation de D.

Sia =0, f est une rotation r d’axe D et d’angle de mesure 7.

Sia # 0, il n’y a aucun point invariant : f est un vissage t — o1 ou t — est la
! an a

%
translation de vecteur a ¢ et r la rotation du cas a = 0.

Exercice 2 4 points

B 0] C
O/

1. G étant Iisobarycentre de ABC' triangle équilatéral, il est situé au % de la hauteur
AQO en partant de A.
—

— o= . — —
On a donc AG = 5 AO clest-a-dire —3 AG +240 = 0.
A est donc le barycentre de G(-3); O(2).

e I
—3MG+2MO =-3MA+2MA -3AG +2A0 = — MA. L’ensemble FE est donc
I’ensemble des points tels que M A = MO’, ¢’est-a-dire la droite perpendiculaire a O A
passant par G puisque G est de fagon évidente le milieu de AO’ (OO0’ = OG = %GA
puisque OG = %OA).
2. MB? + MC? —2MA? =
— — — — — —

MG24+2 MG . GB +GB*+MG*+2 MG . GC +GC?~2 (MG? + 2 MG .GA + GA?) =




2MG. (GB +ac —2GA> _

2 MG . (GO’ —2GA) —6MG.AG.

——s oy
6 MG .AG =k donc 'ensemble L est une droite perpendiculaire a AG.
— —
Si G € Lalors k= 6GG.AG = 0 et réciproquement.
3. MA?2 + MB? + MC? =
2 e 2 2 5 ; 2 2 1 2
MG*+2MG.GA4+GA*+ MG*+2MG.GB +GB*+MG*4+2MG.GC +GC* =
BMG? +2MC. (GA + GB + GC') + GA? + GB + GC? =
3MG? + GA? + GB? + GC2.
Comme GA =GB =GC = “T\/g ona: GA? +GB?+ GC? = a? et donc :
MA? + MB? + MC? = 3MG* + d?
L’ensemble r est donc {3M G? = a2} c’est-a-dire le cercle de centre G et de rayon
‘lgﬁ. C’est le cercle circonscrit & ABC.

PROBLEME 12 points

Partie A

z —00 0 1 +00
f'() + - +
400 | 400 1~
() / /
1" \ 0

Au point d’abscisse 1, il y a une tangente verticale & C' avec un point de rebrousse-
ment.



2. f1 est continue et strictement décroissante de |0 ; 1] — R d’apres la question 1
puisque f; est la restriction de f sur |0 ; 1]. C’est donc une bijection.

V-Er =y @x:ﬁ (avec y € RT).

La fonction réciproque est donc :
ity RY — 05 1]
1 .

z 1422



A\ 4



Al est donc 'image de A,, par la symétrie axiale de droite y = z. Leurs aires
sont donc identiques.

" 1
b. Comme laire d’un carré de coté 1 est de 4 unités, A (A,,) = A(A]) = 4/ (g (t) — —> dt =
0

. 1+ n?2
[ soa-[mm] ] -
4[/{)ng(t)dt—$]

n+1 1
4. a. apy1 —ap = / e dt > 0. La suite (ay),,cy est donc croissante.
n

b.0<t?=e1<1+t? = t2+1<1
2 2 1 1
0<1=0<t* <14+t t2+1§t—2.

1 1
1
1 _ _
C.mglial—/o 1+t2dt</01dt_1
noq n 117 1
L<l:>/ dt</ —dt = [——] =1--.
241 = 2 L 1+e2 7)) 2 tl n

| L | 1 1
d. a, = — _dt = dt — _dt< 1—-—<2- =,
i /0 1+ 2 /0 1+2 +/1 1+ 2 = ot n - n

an >0 et a, <2— 21 donc (ay),cy est bornée.

La suite (an),,cy est croissante et bornée. Elle est donc convergente ce qui montre
n

1
lexistence de lim —_— dt.
n—+oo Jo 1 + 2

Partie B

1. g étant continue, elle est intégrable sur [0 ; x| (ou [z ; 0] si x < 0), ce qui justifie
lexistence de G. Par construction, G’ = g, ce justifie la dérivabilité de G.

2. u et G sont dérivables sur I, H = G o u est donc dérivable.
(Glu(2)])) = (z).G' (u(z)) = (1 + tan®z) m =1
H' (z) =1 donc H (z) = x + constante.
H(0) = Glu(0)] = G(0) =0. Donc H (z) = x. On a donc G = arctan, fonction

réciproque de tan sur 1.
2=H (%) =G[u(3)] =G [tan (F)] = G(1), c’est-a-dire arctan(1) =
t —

A(Al):zl[/olg(t)d %] —4[r 1 =r-2

3. a. (G étant dérivable sur R
h et k sont dérivables.

o0~ (0 a) -6 () -

e <#> + ¥ (#2) =

P

, :v—+1 et m—JFQ étant dérivables sur R, par composition,

1 2 1 _
 (a+1)? ( ) (m+2 1+(IL+2)2

1 (ac+1)2 L2 (z4+2)*
(z+1)2 (z4+1)2412 ' (@+2)? (a+2)%2+(z)?
=+ 2% =0

(x+1)%+1 (x+2)% +a2
Ainsi : A + k' = 0.



b. ¥ + k" =0 donc h + k = constante.
h(0) +k(0) =G (1) +G(0) = § donc (h+ k) (x) =

Pourz=1,G (3) +G(3) =

AN

. 1 1
Ainsi : arctan 5 -+ arctan - =

3

N



