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Sujet de remplacement - Corrigé

Exercice 1 5 points

Partie A

1.

On représente la situation a ’aide d’un arbre de probabilité

0,95 R
0,60 — F < _
0,05 R
0,75
040~ < R
E
0,25 R

Ona: P(ENR)=P(E)xPg(R)=0,60x0,95=0,57.

2. E et E forment une partition de I'univers donc d’apres la formule des probabilités totales, on a

3. Oncherche Pgr(E): Pgr(E)=

P(R)=P(ENR)+P(ENR)
=0,57+0,40 x 0,75
=0,57+0,30
=0,87
Cela signifie que dans cette entreprise, 87 % des livraisons respectent le délai de livraison.

P(ENnR) 0,57 19
= = — = 0,655.
P(R) 0,87 29

Partie B

1.

On consideére 'expérience aléatoire « choisir une livraison effectuée par un livreur expérimenté ».
C’est une épreuve de Bernoulli dont le succes est I'évenement «le délai est respecté ». La probabilité
du succes est p = 0,95.

On répete cette expérience n = 200 fois de maniere identique et indépendante (tirages assimilés a des
tirages avec remise) donc la variable aléatoire X qui compte le nombre de succes suit la loi binomiale
de parametres n =200 et p = 0,95.

. Lévenement « tous les délais sont respectés » est I'évenement {X = 200}.

200
P(X =200) = (200) x 0,95290 % 0,05% = 0,95%90 ~ 3,5 x 107°.

Onadonc P(X =200)>0:I'évenement n’est pas impossible, il est seulement trés peu probable (sa
probabilité arrondie a 1073 est égale a 0,000).
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3. P(X>190)=1-P(X <189).
La calculatrice donne P(X > 190) = 0,583. Cela signifie que la probabilité qu’au moins 190 des 200
colis de I’échantillon soient livrés dans les délais est d’environ 58,3 %.

Partie C

1. Xy suitlaloi binomiale de parametres n =120 et p = 0,85 donc:
E(X4)=120x0,85=102 et V(X4)=120x0,85x%0,15=15,3.
Xp suit la loi binomiale de parametres n = 80 et p = 0,90 donc:
E(X)=80x090=72 et V(Xp)=80x0,90x0,10=7,2.
2. Parlinéarité de 'espérance: E(S)=E(X4)+ E(Xp)=102+72=174.
3. Siles variables aléatoires X4 et Xp sont indépendantes, alors la variance de leur somme est la somme
de leurs variances :
V(S)=V(Xa)+V(Xp)=15,3+7,2=22,5.
C’est donc I'indépendance de X4 et Xp qui permet d’affirmer que V(S) = 22,5; elle est assurée ici par
I’énoncé (les livraisons d’'une zone n'ont pas d’incidence sur celles de 'autre).
4. Lintervalle [165 ; 183] est centré sur E(S) =174: S€ (165 ; 183] < |S-174| <9.

Comme S ne prend que des valeurs entieres, cela équivaut a |S — 174| < 10.

V(S
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout a>0,ona: P(|S—E(S)|>a) < (2 ) .
a

)

En I'appliquant pour a = 10, on obtient: P(|S—174|>10) < 212725 soit P(|S—174| > 10) <0,225.
En passant a I’événement contraire :

P(Se (165 ; 183]) = P(IS—174| <10) =1—-P(|S—-174| > 10) > 1-0,225.

On peut donc conclure: P(S€[165 ; 183]) > 0,775.

La probabilité que le nombre total de colis livrés dans les délais soit compris entre 165 et 183 est au

moins de 77,5 %.

Exercice 2 5 points

Partie A

1. Lafonction f est dérivable sur | —3;+oo[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénomina-

teur ne s’annule pas sur cet intervalle.
2(x+3)-2xx1 2x+6-2x 6

(x+3)2 (x+3)2  (x+3)%
Pour tout x>-3, (x+3)2>0 donc f'(x)>0.
La fonction f est donc strictement croissante sur | —3; 4+oco].

On a, pour toutréel x > -3: f'(x) =

2
2. Initialisation. Pour n =0,onaup=1etu; = f(1) = 1 =0,5.

On vérifie que 0 < 0,5 < 1 < 1 donc la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité. Soit n un entier naturel, on suppose que la propriété est vraie pour cet entier n, c’est-a-dire
que 0 < Upy1 < Uy < 1.1l faut démontrer que 0 < U2 < Upyy < 1.
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Les nombres 0, u,+1, U, et 1 appartiennenta [0; 1] €] — 3; +ool, intervalle sur lequel la fonction f est
croissante.

D’apres 'hypothese de récurrence, et puisque f est croissante sur [0; 1] :
O<Un+l<un<1:>f(0)<f(un+1)<f(un)<f(1)
= 0< Up+2 S Up+1 < 0,5
Comme0,5<1,onabien 0< U2 <ups <1.
Ainsi la propriété est héréditaire.
Conclusion. La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire donc elle est vraie pour tout entier
naturel 7.
OnadoncpourtoutneN, 0<uy <u, <L

3. D’apres la question précédente, la suite (u,) est décroissante (u#,+1 < U,) et minorée par 0 : on en

déduit, d’apres le théoreme de convergence monotone, qu’elle est convergente.
Partie B
1. Pour tout entier naturel 72 :

1 wup+3 w, 3 1 3 1 3 1

Untl = = = + ==+ =—X—==Vy+ =

2. Pour tout entier naturel 2 :
P S o 3( +1) >
Wpt1 =V =—vp+—-+1l==v+=-==(v =—wy.
n+l1 n+l1 2 n 2 2 n 2 2 n 2 n
1
Deplus wy=vog+1=—+1=2.
Ug
3
La suite (w;) est donc géométrique de raison g = 2 et de premier terme wy = 2.
3\" 3\"
3. Onen déduitque pourtoutneN: w,=wyxq" =2 (E) donc v,=w,;,-1=2 (E) —1.
1 . 1
Comme u,=—, onobtient, pourtoutneN: uy=—=—.
z 2(3)" 1
3 ) 3\" . 3\"
4. Ona: =>1 donc Ilim |=| =400 et lim 2|=| —1=+4o0.
2 n—+oo\ 2 n—+oo 2
Par limite de I'inverse: lim wu,=0.
n—-+oo

5. a. La boucle doit tourner tant que u, > 103, et chaque tour calcule le terme suivant avec

Upsl = lfn”fg . Voici le script Python complété :

def seuil():
n =20
u =1
while u > 10%%(-3)
n =mn+ 1
u = 2*u/(u+3)
return n

b. On cherche le plus petit entier n tel que u;, < 1073. Pourtout neN, 2 (%)n —1>0,donc:
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<1073

n
) —-12>1000

3 n
— (5) > 500,5

<~ nIn(1,5) >In(500,5) carlafonction In est croissante sur ]0; +oo|

In (500,5)
n>———— carln(1,5)>0
In(1,5)
In (500,5)
In(1,5)
(Vérification: u;5=1,14x 103> 103 et u15 = 7,62 x 1074 < 1073.)

La fonction seuil () renvoie donc 16.

=~ 15,3.

Exercice 3 4 points
1. Affirmation1 :
1 0
Les vecteurs # | 0] et v [ 1] nesont pas colinéaires (la premiere coordonnée de 7 est nulle, pas celle
2 3
de Z).
2=a a=2
On cherche deux réels a et b tels que wW=au+bv: 1=b < 1b=1
0=2a+3b 0=7

—

La derniere ligne est fausse : le vecteur w n’est pas une combinaison linéaire des vecteurs u et v.
Les trois vecteurs ne sont donc pas coplanaires : ils forment une base de I'espace.

Laffirmation est vraie.
2. Affirmation 2 :

. 0 . 1 . -1
OnaCD| 3 |,AB|-2|etAC|-1].
-3 -2 -1

Les points A, B et C n’étant pas alignés, les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc ils forment
une base du plan (ABC).

CD-AB=0x1+3x(-2)+(=3)x(-2)=0 et CD-AC=0x(=1)+3x (=1)+(=3) x (1) =0.

Le vecteur ﬁ est orthogonal a deux vecteurs formant une base du plan (ABC) donc le vecteur C_lj
est normal au plan (ABC) et la droite (CD) est orthogonale au plan (ABC).

Laffirmation est vraie.

3. Affirmation 3 :
1

Le vecteur n | —2 | est normal au plan P; donc une équation du plan P; est de la forme
3

xX=2y+3z+d=0
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Le point E(1 ; 1 ; —1) appartient au plan P; donc on doit avoir 1-2x1+3x(-1)+d =0 soit
d=A4.

Ainsi, 'équation x—-2y+3z+4=0 estune équation cartésienne du plan P;.

Le point M(2 ; 2 ; —1) appartient bien a la droite d (pour ¢ = 1), mais::
xM—ZyM+3zM+4:2—4—3+4: —1#0.

On en déduit que M n’appartient pas a P; : ce n'est donc pas le point d’intersection de d et P;.
L'affirmation est fausse.

4. Affirmation4:
La distance du point N au plan P, est la distance NH ou H est le projeté orthogonal de N sur le plan
P, 1l faut donc vérifier que H appartient a P, et que le vecteur NH est normal a P;.
Ona 1+2x(-2)-2x0+3=0
Les coordonnées de H vérifient 'équation du plan P, donc H appartient a P,.

1 -1
Le vecteur np | 2 | estnormal au plan P, et NH | =2 |, donc NH = —n, : les vecteurs NH et n, sont
-2 2

colinéaires et NH estnormal a P».
H est donc le projeté orthogonal de N sur P, etladistance de Nau plan Pyest NH =1/(=1)2+ (=2)2 +22 =
V9=3.

Laffirmation est vraie.

Exercice 4 6 points

Partie A

1. 2y/+3y=0 < y' = —%y.
Les solutions de I’équation y’ = ay sont les fonctions r — Ce%’, avec C € R.
Les solutions de (E") sont donc les fonctions ¢ — Ce 2! ,avec C e R.
2. Lafonction f est solutionde (E) donc 2f'+3f =8e 3 Par suite, par linéarité de la dérivation :
g solutionde (E) < 2g'+3g = ge 2!
— 2g'+3g=2f"+3f
= 2(g-)'+3(g-f)=0
< g- [ solution de (E')
3. D’apreés les questions 1 et 2, g est solution de (E) si et seulement s'il existe un réel C tel que, pour tout
120, g—-f(=Ce 2 > g(t)=Ce 2!+ f(1) <> g(1)=Ce 2! +4re™2!

Les solutions de (E) sont donc les fonctions ¢t — (4¢+ C) e_%t, avec C e R.
4. g0)=0 < (4x0+C)e’=0 < C=0.
t

Une seule solution de (E) s'annule en 0 : 1a fonction f définie par f () =4te -3 )

Partie B

_3 .1 .
1. Ona: lim 4t=+oc0 et lim e 2/=0, sous cette forme, on a donc une forme indéterminée.
t—+00 t—+00
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. 8 3 3, 8 _x 3
Mais, pour tout t > 0,0na: f(t):gxgte 2 :gXe avec X:Et.

3 . - . X . i . .
lim —t=+400 et lim Xe X= lim —— =0, dapreslapropriété des croissances comparées.
t—+00 2 X—+00 X—+o0 X
On obtient alors, par composition : tligrn f)=0.
—+00

Along terme, le médicament est totalement éliminé du sang.
! —§t 3 —§[ _§t _§t
2. a. Ona,pourtoutr>0: f'(f)=4xe 2" +4¢x —Ee 2'|=4e 2" —6te" 2",
Soit fl()=@4—-6De 7.
b. Pour tout t > 0, e‘%t>0 donc le signe de f'(¢) est le méme que celui de 4 — 6¢.

2
Or 4-6t>0 t<§.

De pl fO)=0 et f(z) axZe 33280128 o081
eplus,ona: = e —|=4x- =— =— ~0,981.
p 3 3 3 3e
On obtient le tableau de variations
t 0 % +00
signe de 4 - 6¢ + 0 -
signe de f'(r) + 0 -
8
3e
variation de f / \
0 0

c. D’apres le tableau de variations, la quantité de médicament dans le sang est maximale au bout de
2 8
3 h, soit 40 minutes. Elle vaut alors 36~ 0,981 mg.
e
2
—; +o00
3

3. Surlintervalle [1 ; 3], inclus dans , la fonction f est dérivable donc continue. Elle est stric-

tement décroissante sur cet intervalle.
Deplus,ona: f(1)=4e 2~0,893 et f(3)=12e72~0,133, donc05¢[fB3); f()].
Donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(#) = 0,5 admet une
unique solution a sur [1;3].
La calculatrice permet d’obtenir :
f1,76) = 0,502 et f(1,77) = 0,498 donc 1,76 < a < 1,77.
4. Condition 1. Le comprimé contient 1 mg: la moitié du médicament est éliminée des que la quantité
présente dans le sang est inférieure ou égale a 0,5 mg.

2
—;+00
3

La fonction f est décroissante sur et f(a) =0,5,doncpourtoutt > a, [f(£)<0,5.

Or a < 1,77 < 2; en particulier f(2) =8e~3~ 0,398 <0,5.
La moitié du médicament est éliminée au bout de a = 1,77 h, soit moins de 2 heures apres la prise : la
condition 1 est réalisée.

Condition 2. La quantité moyenne de médicament entre 1 h et 3 h est la valeur moyenne de f sur

1 3
[1;3]: m_ﬁfl f(nde.
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On pose, pour tout ¢ > 0,

On a alors, pour tout £ > 0:

3
Par intégration par parties,on a: f fode
1

1 8
On obtientdonc m = > X 5 (Se‘% — lle‘%) =

u(t) =4t
u'(t) =4

3
et v'(f)=e 2%,

et on peut choisir

3¢
3 3
—§te_%t] +f Bedtas
3 1 1 3
8 _3, 16 _gt]?’
1

——te 2’ ——e" 2
3 9

8 _3,13
~2@Br+2)e2 ]
9 1

8 _9 8 _3
—=—x1le 2+—=x5e 2

o]

° (Se_% —11e‘3)

N gde]

5(5e-% —11e-3) ~0,442.

(1) 2o}
v(t)=——e"2"%.
3

La quantité moyenne de médicament entre 1 h et 3 h est d’environ 0,442 mg, supérieure a 0,40 mg :
la condition 2 n’est pas réalisée.

L'essai clinique n’est donc pas validé.
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