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EXERCICE 1 6 points
Commun a tous les candidats

Soient trois points de I'espace A, B, C non alignés et soit k un réel de I'intervalle [-1; 1].
On note Gy le barycentre du systeme {(A, k* +1), (B, k), (C, —k)}.

1.

e Le point G; est donc défini par la relation vectorielle :
2GiA+G;B-G;C= 6, soit en privilégiant le point A :
2G1A+ G1A+H§— G1A—E =6 — 2G1A+ﬁ+a -0 — 2AG = 63’ et finalement :

_— 11—
AG; = -CB.
2

1 —_—
Le point G; appartient a la parallele a (BC) contenant A, tel que AG; = ECB’ les vecteurs AG;

et CB ayant la méme direction.
e Le point Gy est défini par la relation vectorielle :

2G_1A-G4B+G_C= _0), soit en privilégiant le point A :
2GA-GA-AB+G_A+AC=0 «—

- 11—
AG_; = -BC.
2

On constate que AG; + AG_; = 6, donc que A est le milieu de [G; G_1].

Avec I milieu de [BC], on peut construire G; et G_;n comme quatrieme sommet des parallélo-
grammes AIBG; et AICG_;.

a. Gy barycentre du systéeme {(A, k*>+1), (B, k), (C, —k)} signifie :
(k2 + 1) GrA + k(GkA + GkB) - k(GkA + GkC) = 6 —
K +1 GkA+k(HS)—E)=6 —
BC.
K+1
k2 +1) GrA +kGrA + GB —kGiC = 0 avec ke [-1; 1].

(k*+1)
(k2+1)a;;‘;+ka§=_d — Ké;z—
(k*+1)

flx)=-

x2+1

Sur [-1; 1], comme x2 +1 > 1> 0, le fonction est définie et sur intervalle :
X¥¥+1-2xxx _ 1-x° -1 (x+D(x-1)

SO ey e (@)

Le dénominateur étant positif, le signe de f’(x) est celui du trinéme X% —1; on sait que

celui-ci est positif sauf entre ses racines —1 et 1, donc justement sur I'intervalle [-1; 1], f'(x) <

1
0, donc la fonction est décroissante sur I'intervalle [-1; 1] de f(-1) = 3 a =5

c. La fonction f définit une bijection strictement décroissante de l'intervalle [-1 ; 1] sur

I'intervalle ik donc tous les points G sont les points tels que AGy = kB—C>, avec

- =

ke

- =

1
5| Ce sont donc tous les points du segment [GG_1].

Pour la suite de I'exercice, aucune figure n'est demandée sur la copie.

.« En faisant intervenir le barycentre G; dans la premiére somme on obtient :

2MA + MB — MC =2MG; +2G1A + MG; + G1B — MG; — GC = 2MG, d’aprés la définition
de Gl.
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e De méme en faisant intervenir G_; dans la deuxiéme somme on obtient :

2MA - MB + MC =2MG_;.

Les deux vecteurs ont la méme norme si HZMGI H = HZMG_I H — “M—G{“ = “W_{H =
MG; = MG_; :'ensemble (E) est donc le plan médiateur du segment[G;G_].

|22 + 5 - 7€) = |2 WA - 375 - 7.

En utilisant G; barycentre de A, B, C affectés des coefficient 2, 1, —1; on obtient :

2MA + MB - MC =2MG; .

La somme des coefficients qui apparaissent dans le deuxieme vecteur est égale a zéro : le ba-
rycentre des trois points n’existe pas.

Par contre on peut simplifier ce deuxiéme vecteur en faisant intervenir le point I milieu de
[BC] :

2MA — MB — MC =2 Mi +2IA — Mi - IB — Mi - IC = 2IA - IC - IB = 2IA.

On a donc en prenant la norme de ces deux vecteurs :

HZM—Gf” = Hzﬁ’ H < 2MG; =2IA < G M =1IA, donc 'ensemble (F) est la sphere de
centre G; de rayon IA.

5. Lespace est maintenant rapporté a un repére orthonormal (O, 7, 7, 7c)) Les points A, B, C
ont pour coordonnées (0; 0; 2), (=1; 2; 1) et (—1; 2; 5). (E) et (F) sont définis comme ci-
dessus.

a. Ona61_\)=47c>, B—C)=47c>.

- 11—

1 - -
Par suite AG_; = EBC = 2 x4k =2k et

_— 1 — —

AGy = 3 CB = -2 k : G; adonc une abscisse et une ordonnée nulle et sa cote est telle que
z—2=-2s0it z=0. Donc G; =O0.

DemémeonaG_1(0; 0; 4).

Lensemble (F) est la sphére de centre O et de rayon IA = OB = \/(=1)2+22 + 12 = /6.

Lensemble (E) est le plan médiateur contenant A et perpendiculaire a (OA) : il coupe la
sphere (F) car OA =2 et 2 < v/6 car 22 <6.

b. Si M est un point du cercle ¥ intersection de (E) et (F), [AM] est un c6té du triangle rec-
tangle d’hypoténuse [OM] tel que OM = /6 et OA = 2.
On a d’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle OAM rectangle en A : OM? = AM? +
0A? < AM? =0M?-0A? =6-4=2:le rayon du cercle ¥ est donc égal a v2.

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, Z, TJ)) [unité graphique : 6 cm)].

‘1 . . P A .
On considere la suite (a,) de nombres réels définie par ag = o) et, pour tout entier naturel n, a,+1 =

51
an+ e Pour tout entier naturel n, on appelle M,, le point du cercle € de centre O et de rayon 1 tel

que I'angle (;, OMn) ait pour mesure .

1.
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51
2. Delarelation ;11 = a, + 3 on déduit :

(Z, OMnH) = (Z, OMn) + %” (mod. 27), d'ot (W’,{, OMnH) = ‘%”.

51
Conclusion : le point M,,;; est 'image du point M;, dans la rotation de centre O et d’angle r

. . 2 N z . . .
Le premier point My a une affixe égale a zp = e 2 =i et les onze autre points s’obtiennent en

12
ajoutant 11 fois 3 al'argument de zy

3. a.

b.

Montrer, pour tout entier naturel 7, les propriétés suivantes :

51 . . .
e Onaan+6=a,+6x - = ap+57 = ay+n:lespoints M, et M, 4+¢ sont diamétralement
opposés
e M, et Mj.¢ sont diamétralement opposés et M, .5 et My, +12 sont diamétralement op-

posés; donc M;, et Mj,112 sont confondus.

i4><5 10w £ =27

. S j20m j10m j=2n
Quel que soit neN, z,i4=2,e"*% =z,e' 6 =z,e's =z,e'3 .

On a donc dans le triangle OM,, M,,.4 isocele en O la relation :

M, Mz, = OMA+OM-

S 21 1
tea—20M;OMpqc0s M;;OMpq = 1+1-2c0s 3 =2-2x (—5) =3.
Donc My My+4 = V3.

On admettra que tous les triangles équilatéraux ayant pour sommets des points M,, sont

de la forme M, M,, .4 M}, g.

e — 27
On a d’apres le résultat précédent : My Mg = V/3 et aussi (OMn+4 , OM,HB) =— 3 d’ou

2m —— _
M,OMp44= ? = My;+40My18 = My+gOM,,.

On a aussi M,,.sM,, = v3, doncle triangle M, M4 My, ,g est équilatéral.

4. On peut obtenir les triangles équilatéraux :

Le nombre de cas favorables est donc : 4 et le nombre de cas possibles est (132) =

MoMsMg, M;MsMy, MoMMgMyg, Ms3M7M;i;

12!
BT

La probabilité d’obtenir les trois sommets d'un triangle équilatéral est donc égale a:

4 1

10x11x12 55"
4x3x2 55

EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
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1.

4.

e Sin R . , ST
La multiplication par e’s correspond a une rotation de centre O et d’angle e

M) est le point d’affixe i. On obtient les points successifs sur la figure ci-dessous :

My

Démonstration par récurrence :

_ ei(BEEY) () . pagalita .
Initialisation : on a zy = €' 6 ) =e'l2) : I'égalité est vraie au rang 0.

P TP . . Zy S5pn
Hérédité : soit un entier quelconque p, p= >0et supposons que Zp =€ (2 6 )
T Spn) 5in 1( 5(p+1)7‘[

5im + == . .
Alors zp1 =zp x €6 —e( 6/xe’s =e 6 ) ; donc la relation est vraie au rang p + 1.

. 5 N
La relation est vraie au rang 0 et pour tout entier n=0, z,= e' ( 6 ") entraa®ne que Zp+1 =
(n 5(n+1)n

) on a donc démontré par le principe de la récurrence que pour tout naturel 7,
543 ).
M,, et M), sont confondus si, et seulement si les arguments de z, et de z,, sont égaux a 2kn

pres, soit si:

LA snm _ I Snu Snn Snm

st =3 +2kn — % =2 +2kn —

S5nm=5pm+ 12k71 < 5n=5p+ 12k < 5n—-5p=12k < 5(n—p) =12k, avec k€ Z.
Donc 5(n — p) divise 12 mais comme 5 est premier avec 12, d’apres le théoréme de Gauss,
(n— p) divise 12 ou encore (n — p) est un multiple de 12.

zn—e(

5nn

a. Onal2x4-5x9=48-45=3:le couple (4;9) est une solution de I'’équation (E). De:

12x -5y = 3 L cocs _ _4) =
{ 12x4—_5x9 = 3 onen déduit par différence 12(x—4) -5(y-9) =0 < 12(x—4) =
5uy-9 Q).

On en déduit que 5 divise 12(x —4), mais comme 5 est premier avec 12 d’apres le théoreme
de Gauss, 5 divise x — 4.

Ilexiste donc k€ Ztel que x—4 =5k <= x=4+5k, ke Z.

En remplaaSant dans (1) x — 4 par 5k, on obtient :

12x5k=5(y-9) <= 12k=y-9 < y=9+12k, ke Z.

Inversement : 12 x (4+5k) —5x (9+12k) =48+ 60k —45—60k =48 —45 = 3.
Les couples solutions de (E) sont donc les couples (4 +5k ; 9+ 12k), ke Z.
Avec k =0 on retrouve le couple solution donné dans I’énoncé.
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. N . n 5nm T 5nm
b. M, appartienta [Ox) siargz, =0 [27] < > + e 0 [2n] = > + e 2km, avec
k € Z, ou encore
1 5n
> + - - 2k < 3+5n=12k < 12k -5n =3. On retrouve I'équation (E) avec x = k et

¥ = n. Les solutions sont telles que y = n=9+12k’, avec k' € Z.
n étant un naturel, finalement M,, appartient a la demi-droite [Ox) si, et seulement si :

n=9+12k', k' eN.

PROBLEME 9 points
Commun a tous les candidats

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, v ) Toutes les courbes demandées seront

représentées sur un ma*me graphique (unité graphique : 2 cm).

Partie A

* Ftude d’'une fonction f

On définit la fonction f sur]0; + oo[ par:

1.

fx) =ln(\/1+x—1).
e LimiteenO:
Onalirr(l)\/1+x=1, donc lin})(\/1+x—1) =0etenﬁnlimln(\/1+x—1) = —00.
X— X—

x—0
e Limite en +oo:

lim \/1+x—1=+oo,doncxliIP ln(\/1+x—1)=+oo.
—+00

X—+00

fest dérivable sur 10 ; + oo[ et sur cet intervalle :
1
2V/1+x 1

Vitx-1 2V1+x(Vitx-1)

Orx>0=>x+1>1=>Vx+1>1 < vx+1-1>0:tous les termes de la dérivée sont
supérieurs a zéro, donc sur 10 ; + oo[, f'(x) > 0 : la fonction est croissante de moins a plus
I'infini.

Ona f(3)=In(v1+3-1)=In(v4-1)=In1=0. DoncA(3; 0).

D’autre part f(3) =ln(\/1+ 2 —1) =ln(\/g—1) =In(3-1)=In(})=-In2.B(3; -In2).

DoncP(2; 0) et HO; —In2).

flx) =
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Partie B
* Utilisation d’'une rotation

b2
Soit r la rotation de centre O et d’angle 3 a€ tout point M du plan d’affixe z la rotation r associe le

point M’ d’affixe z'.

/2
1. a. On sait que la rotation de centre O et d’angle > associe au point M d’affixe z, le point M’
d’affixe z' tel que :
Z=eZz=iz.

Onadonc z' = x'+iy' =i(x+iy) < x'+iy’ =ix -y, soit en identifiant les parties réelle et

imaginaires :
/ !
X = - . N . £ 1 X =
{ / - On obtient de faa§on immédiate : { y p
y = X y = —X

b. D’aprésla question précédente : A'(0; 3), B(In2; 2),P(0; 3).

2. a. M(x; y) appartient a (€¢) si et seulement y = In(v/1 + x — 1) soit en remplaaSant x et y avec
les formules trouvées :
! ! / 2
-X'=In(\/1+y -1) = e =/1+y -1 < e +1=/1+y > (e_x +1) =1+
y = e 426V 41=1+) = e 2 4+2¢7
appartient a (I').

=y, ce qui signifie que le point M’
b. Voir plus haut.
Partie C

* Calcul d’intégrales

On rappelle que I'image d’'un domaine plan par une rotation est un domaine plan de méme aire.

In2 In2 In2

1. Ona g(x)dxzf (67" +2e ") dx=
0 0
1 2 5 1 3 11

1

1
——e ¥ _2e* —el— ZeO) =
2 2

— —16_21112—26_1“2—(—
0 2

—_———— - ===t - = —,
2eln4 eln2 2 g 2 8
La fonction g est bien entendu positive sur [0 ; In2], donc I'intégrale précédente est égale en
unités d’aire a I'aire de la surface limitée par la courbe (I'), 'axe des abscisses et les droites
d’équation x=0et x =1In2.
2. a. Ladroite x =In2 estla droite (H'B’), donc I'image de la surface 2 et la surface dont on vient
de calculer l'aire. On a donc inversement of = 1—81.

3
b. On avu que sur [% ; 3], le fonction f est négative, donc l'intégrale I = fs In (\/ 1+x- 1) dx

est 'opposée de I'aire de de la partie du plan limitée par la courbe (‘6),41’axe des abscisses
et les segments [BP] et [PA].

On a donc «f = aire(OHBP) — I d’olt

5 5 11
I=-In2-«/ =-In2-— =-0,51.
4 4 8

Métropole 6 juin 2001



