» Baccalauréat S Métropole septembre 2001 oo

Exercice 1 6 points
Commun a tous les candidats

On dispose de deux urnes a et b contenant des boules blanches ou rouges indiscernables au toucher.
L'épreuve consiste a choisir une urne parmi les urnes a et b proposées (le choix de I'urne est effec-
tué au hasard, les deux choix étant équiprobables) puis a effectuer le tirage d’'une boule dans l'urne
choisie.

On note Al'évenement «1'urne a est choisie », B I'évéenement «1'urne b est choisie » et R 1’évéenement
«une boule rouge est obtenue au tirage ».

On note p4(R) la probabilité conditionnelle de 'événement R par rapport a 'événement A.

1. a. Ona p(A) = p(B)=0,5;
1 1
R=—=-=0,2;
pa(R) "

4+1 5
(ANR) (A) (R) L1 ! 0,1
= X ==—X—-—=—=
p p pa 5 510"
4 4 2
b. Onade mé R=——=-="-,
nade méme pp(R) 17263
D’apres la loi des probabilités totales :
(R) (ANR)+ p(BNR) 1+1 2 1+1 3+10 13
= = — — X == — _—= — _ =
pru=p 4 10 2 3 10 3 30 30 30
1
ANR 10 1 30 3
C. IlfautcalculerpR(A)zuzﬂ:—x—z_.
p[R) $ 10 13 13

2. Dans cette question, on suppose que I'urne a contient quatre boules blanches et 'urne b deux
boules blanches. L'urne a contient en outre n boules rouges (ol n désigne un entier naturel
inférieur ou égal a 5), 'urne b en contient 5 — n.

-n 5-n
a. Exprimer R) et R) en fonction de n. On a p(R) = et R=——= .
p pa(R) et pg(R) pd) = etpp(R) = o———= = ——
b. O R (RNA) + p(RNB) 1 n +1 5-n n(@m-n)+@l+nbB-n)
. na . = — X - X - —
P p P 2 44+4n 2 T7-n 2(4+n)(7—n)
Tn—-n®+20-4n+5n-n* -2n*+8n+20 -n*+4n+10
2(4+n)(7-n) C24+m@7-n)  @G+m(7-n)’
c. On obtient le tableau suivant :
netb—-n Oet5 let4 2et3 3et2 4etl 5et0
-n®+4n+10 5 13 7 13 5 5
— | 2x0357 | —==0,433 | — ~0,467 | — ~0,464 | — ~0,417 | — =~0,278
4+n(7-n 14 30 15 28 12 18
Exercice 2 5 points

Candidats n’ayant pas choisi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O, ?t), ;) direct.
Soit A le point d’affixe i et B le point d’affixe —i.
Soit f la fonction définie sur C — {i} par:

1-iz
zZ) =
/@ z—1i
2 —i(z—-i)+2 —-iz-1+2 1-iz
1. Quelquesoitze C—-{i}, —-i+——= ( ) = - = - = f(2).
z—1 z—1 z—1 z—1
2. a. Sizapourimage —i, alors:
1-iz
f@)=-1 = - =-i < 1-iz=-i(z—-1i) < 1-iz=1-iz: cette équation n'a pas
z—1

de solution.



1-iz 1 i
b. ¢Ona f(z2) =0 < .:0(:)1—iz=0<:>1=iz<:>z=7=—1=—i.
z—1i i -

Le seul antécédent de 0 est —i.
eOnaf(z)=i <= % =i = 1-iz=i(z-1) &= 1-iz=iz+1 < 0=2iz < z=0.
Le seul antécédent de i est 0.

3. Atout point M différent de A, d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z’ tel que z' = f(z).

a. Onapour z #1i,

, 1-iz , . 1-iz | 1-iz+i+1 2
z'= - >Z7Z +i= — +i= =—

z—1i z—1i z—1i z—i
z' +iest'affixe de BM’ et z—i est I'affixe de AM, donc

.2 .
Z' +i= —— donne en prenant le module des deux membres égaux :
z—1

2
BM' = — <= BM' xAM =2.
AM
b. SiMe €A 4),alorsAM =4

1
D’apres le résultat précédent il en résulte que BM' x4 =2 < BM' = > ce qui montre que
M' €€ (B,3).

4. a. Si M apour affixe z=x+1y, x,y € R, alors
z—ieR < x+iy—-ieR < x=i1-y)eR < 1-y=0 < y=1:l'ensemble E est
la droite parallele a 'axe des abscisses d’équation y =1 (excepté le point A qui a une partie
réelle nulle).
b. SiM(z=x+iy)€E,alors y=1.
1-i(x+i) [1-ix+1) 2-ix
x+i—-i X X
d’équation y = —1.
c. B d’affixe (—i) appartient ala droite A et (—i) n’a pas d’antécédent M par f :la droite A n’est
donc pas décrite entierement.

2
On adonc z' = = — —i, donc M’ appartient a la droite A
x

5. On adonc f(z) = yi, avec y # 0.
On a vu que I'équationf(z) = —in'a pas de solution, donc y # —1.

2
Onadonc f(z2) =yi < —-i+— =
z—1

. 2 . —2i

Jyie—= — =+l = — =

Z—1 zZ—1
|

y+l = z-i=—— < z=
y+1

. 2i . ( 2 )
I—— = z=i|l-—— | &= z=
y+1 y+1
+1-2 -1
YTt = (y—
y+1 y+1
Conclusion si z est un imaginaire pur (excepté z =iet z = —i affixes de A et B), f(z) I'est aussi.

Conclusion : I'ensemble des points, cherché est donc I'axe des ordonnées privé des points A
et B.

Exercice 2 5 points
Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

1. a. 168=3x56=3x8x7=23x3x7;
20=4x5=22x5:1e PGCD des nombres 168 et 20 est donc : 2% = 4.

b. D’aprés la question précédente 168 et 20 sont des multiples de 4, donc 168x, 20y et leur
somme 168x + 20y sont des multiples de 4; comme 6 ne I'est pas cette équation n’a pas de
solution dans Z x Z.



c. Pour les mémes raisons 168x + 20y et 4 sont des multiples de 4; 'équation peut donc
s’écrire en simplifiant par 4 :
42x+5y = 1; comme 42 et 5 sont premiers entre eux le théoreme de Bezout assure que
I'équation admet au moins une solution

2. a. Ona42=5x8+2 < 2=42-5x8et

5=2%x2+1 <= 1=5-2x2.
En utilisant le premier résultat, on obtient :
1=5-2(42-5%x8) < 1=1=5-2x42+16x5 et enfin

(=2)x424+17x5=1. (1)

Le couple (-2 ; 17) est donc solution de I'équation 42m +5p = 1.
b. En multipliant chaque membre de I'égalité (1), on obtient :
(—4) x42+34 x5 =2, donc le couple (—4 ; 34) est solution de I'équation 42u +5v =2
c. Onavuque:
42 x (—4) +5x 34 =2, donc si
42x + 5y = 2 par différence membre a membre :
42(x+4)+5(y—-34) =0 < 42(x+4) =534-y) (1)
d. La derniere égalité montre que 5 divise 42(x + 4), mais comme 5 est premier avec 42, 5
divise x +4 : il existe donc k € Z tel que :
X+4=5k < x=5k-4.
En remplacant dans I'’équation (1) x +4 par 5k, on obtient :
42 x5k=534-y) < 42k=34-y < y=34-42k.
Doncsi (x; y) est un couple solution il existe un entier k tel que x =5k —4 et y = 34 — 42k.
Réciproquement si on considére un couple (5k —4 ; 34 —42k) avec k € Z, alors :
42(x+4) =42 x5k ry 5(34 — y) = 5 x 42k, donc ce couple est bien solution de I'équation
42(x+4)=5B4-y)
Les couples solutions sont de la forme (5k —4 ; 34 —42k), k€ Z.
3. x et y étant des entiers les nombres a = 42x + 5y —3 et b = 42x + 5y + 3 sont ,eux aussi des
entiers, avec de facon évidente a < b.
Il faut donc trouver deux entiers a et b tels que ab = —5. avec a < b; il y a deux possibilités :
e a=—1et b=>5.1lfaut donc résoudre le systéme :

{ i;i i gi ;g : 5 = 42x+ 5y = 2 équation résolue a la question précédente;

e a=-5et b=1.Ilfaut donc résoudre le systéme :

{ 42x+5y-3 = =5 =>42x+5y=-2, <= 42x (-x)+5x(=2) =2:1e couple (x; y) est
42x+5y+3 = 1 ’ ’

solution de cette équation si le couple (—x ; —y) est solution de I'équation précédente42x +

Sy=2.

Conclusion : les couples solutions sont les couples de la forme

(5k—4; 34—-42k), et (—5k+4; —-34+42k), keZ

Probleme 9 points

Les parties A, B et C peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

—

Le plan est muni d'un repere orthonormal % = (O, 7, ] ) Lunité graphique est 1 cm.
Partie A

Soit f la fonction définie sur R par

f0)=(x*-3x+1)e".

Soit € la courbe représentative de f dans le repere %.



1. e Limite en plus l'infini :
Onsaitque lim x*-3x+1=+ocoetque lim e* = +oo, donc par produit de limites :
X—+00 X—+00
lim f(x)=+o0.
X—+00
« Limite en moins I'infini :
Ona f(x) = x’e*-3xe*+e¥;oronsaitque lim x"e" =0 quel que soit nN, donc par somme
X——00
de limites lim f(x) = 0 :l'axe des abscisses est asymptote horizontale a ¢ au voisinage de
X——00
moins l'infini.
2. a. f produit de fonctions dérivables sur R I'est sur le méme intervalle et :
flo=2x-3)e*+e*(x*-3x+1)=e*(x*—x-2).
Comme e* > 0 quel que soit x € R, le signe de f’(x) est celui du trindme x*— x—2: 2 et par

suite —1 sont les racines évidentes de ce trindbme; on sait que ce trindme est positif sauf sur
I'intervalle ] —1; 2[.

2

La fonction f est donc croissante sauf sur I'intervalle ] -)1; 2[ ol elle est décroissante.
Avec f(-1) =5e ! = 1,84 et f(2) = —e? = —7,39 on obtient le tableau de variations sui-

vant :
X —00 —1 2 +00
fl(®
—5e! +00
0 —e?
b.
A
L~ S
/
/ N
—4 —2 \ 2 4 6
\/
3. Soit



a. Sur l'intervalle [-3; 0], la fonction f est positive, donc I est I'aire de la surface limitée par
€, 1'axe des abscisses et les droites verticales d’équations x = —3 et x = 0. (surface hachurée
sur la figure ci-dessus).

ux)=x vx=e*

b. Avec{ W =1 vix)=e?

on obtient par intégration par parties :

0 0 0 0 0 0
f xexdxz[xex]_g—f ledx=[xe*]",—[e*]",=[e*(x-D] ;=-1+4e >
-3 3

ux)=x> vx)=e*

De méme avec on obtient par intégration par parties :
{ u(x)=2x vx)=e* p 8 parp

0 0
f x*e*dx = [xzex](;—zf 2xe*dx=0-9e®-2(-1+4e %) =-9e > +2-8e > =
-3 -3
2-17e7°
0 0 0 0
c. sz (x2—3x+1)exdx=f xzexdx—?)f xexdx+f e'dx=2-17e >-3(-1+4e )+

-3 -3 -3 -3
1-e3=2-17e 3+3-12¢ 3+1-e3=6-30e 3 ~4,506.

Partie B
1.

g(x) = e(x2+ux+b)_
X —00 s +00
g (%) -0 +

+00 +00
gx) N ) /

e_i

g est dérivable sur R et sur cet intervalle :
gx)=Q2x+ae x+axth
+Onlitg’'(3)=0 < B+a)e~ =0 < 3+a=0(car e~ >0) donc a=-3.

9 5 9
-3+b 5 _9

5
—e 1 e e itP=¢"1 5

1 = —%+b=—— — b=1.

. . s 9
+Onlitaussig(3)=e 7 < e1 3

La fonction g est donc la fonction & ci-dessous.

2. Soit h la fonction définie sur R par
h(x)= e(x2—3x+1)

et I' sa courbe représentative dans le repere 2.

a. Soit un point M de ' d’abscisse X et son symétrique M’ autour de la droite (D) d’équation

3
xX= > M’ a donc pour abscisse 3 — X.

Ona h(X) = e XP=3X+1 o h(3-X) = @ I+ XP—6X—9+43X+1 _ o X*-3X+1 _ h(X), ce qui prouve
que la droite D d’équation x = g est axe de symétrie de T'.

b. Le tableau de variations ci-dessus est celui de la fonction h, donc la fonction h est stricte-
ment croissante sur l'intervalle [% ; +oo[ dee 1=~ 0,287 a plus l'infini.
La fonction # étant continue car dérivable sur I'intervalle [% ; +oo il existe d’apres le théo-
reme des valeurs intermédiaires un réel unique f € [% ; +oo] tel que h(fB) = 5.
La calculatrice donne h(3) = 2,7 et h(4) = 148, donc 3 < < 4, puis
h@3,1)=2,7et h(3,3) = 7,3, donc 3,2 < < 3,3 : «3,2 est une valeur approchée a 1071 pres
d’une solution de I'équation h(x) =5»

c. Onadonc 1,7 < a < 1,8: par croissance de h sur I'intervalle % ; +oo[, ona
h(1,7) < h(a) < h(2,2), s0it 0,30 < h(a) <0,32.



Partie C

Soit u une fonction dérivable sur R dont le tableau de variation est donné ci-dessous ( a, b et ¢ étant
trois nombres réels).

X —00 0 a b +od
+00 : : +q
| |
| |
I I
I
u(x) I
I
|
c
Soit vy, v2, v3 les fonctions définies par :
vy (x) = e¥™ v2(x) = u(e”) v3(x) = u(x)e*.

1. les fonctions u et e * étant dérivables sur R, les fonctions vy, v, et v3 dont dérivables sur R.
« Ona pour tout réel x, v} (x) = u/(x)e ™.

Comme u est décroissante sur ]—oo; al, u'(x) < 0,; donc sur cet intervalle v’ (x) < 0:1la fonction
est décroissante.

Sur [0 ; +oo[, u est croissante , donc u'(x) > 0 et par produit vi(x) > 0 : la fonction v est
croissante sur [a ; +ool.

« Ona pour tout réel x, vh(x) =u'(x)(e"™@)x e*.
Comme quel que soit x € R, e “¥) et e * sont supérieurs 0, le signe de vy (x) est celui de u/(x) :
la fonction v/, est donc décroissante puis croissante.
2. Ona pour tout réel :
vy (x) = u(Sx)e* +u(x)e* = e [u'(x) + u(x)l.
Le signe de l/é (x) est donc celui de la somme ©/ (x) + u(x).
On ne peut étre certain du signe de cette somme que sur 'intervalle [b; +o0] :
¢ sur cet intervalle la fonction est croissante et u(b) = 0, donc u(x) >0 sur [b; +o0];
« sur cet intervalle la fonction u est croissante, donc u/(x) > 0.



