o» Corrigé du baccalauréat S Antilles - Guyane septembre 2001 &

EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Soit m un nombre réel et f la fonction définie sur R par :

{f(x) msinx pour x€[0; 7]

fx) = 0 sinon.
1. f estune densité de probabilité sifRf(x) dx=1 <= fon fx)dx=1 < [-mcosx]j =1 =
m+m=1<< m= 3 f est alors une densité de probabilité.
2. f estdéfinie sur R par f(x) = %sin X.
Onadonc f'(x) = %cosx qui est positive sur [0; ] et négative sur [ ; 7].

A

Y

(0] b4

I
|
|
|
|
|
|
|
1
LA
2

Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire X elle est définie :
epar F(x)=0sur]-oo; 0];

X
-parF(x):f f)dtsur [0; n];
0

e par F(x) =1sur]m; +oo].
X
1
=—(1-cosx).

Sur [0; 7],ona F(x) =
0 2

1
——Ccost
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F(x)

Y

— =0,707.
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5. e Lévenement X > 0 est'événement certain donc p(X > 0) = 1.
e L'évenement X < 0 est]’événement contraire de I'évenement précédent donc p(X <0) =0 et
p(X=0)=0,donc p(X <0)=0.

3n Zl( 3n n):l(£+£)\/§



EXERCICE 2 5 points
Enseignement obligatoire

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O, u, v )

1.
z°>+8zvV3+64=0.

OnaA-= (8\/5)2 —4x64=192-256=—64=(8i)2%: I'équation a donc deux racines complexes
conjuguées :

=—4V3+4i, etz =-4V3-4i

—8v/3+8i
asT5

S={—4\/§+4i; —4\/§—4i}

2. On considere les points A et B qui ont pour affixes respectives les nombres complexes

a=-4vV3-4i et b=-4V3+4i.

Ona OA = |z|; comme | 22| = 48 + 16 = 64, on a OA = 8; de méme OB = 8.
AB = |Zl - Zg|.

Orlz - 2% = |-4v/3+4i— (—4V3 —4i)|” = 8i2 = 64, donc AB = 8.

On a donc OA = OB = AB = 8: le triangle OAB est équilatéral.

3. On obtient I'affixe de D en multipliant celle de C par le complexe e iz

V3
1—.

2

= 4 isinZ = =
—C083+ISII‘13— +

1 V3] _v3 3 1 V3
2 2] 2 2 2 2

Doncdz(\/?_>+i)(—+i— — +iz+i=——=2
4. On appelle G le barycentre des points pondérés (O; —1), (D; 1) et (B; 1).
a. On a par définition puisque G existe car —1+1+1#0:
~GO+GD+GB=0 < -GO+GO+0D+GO+O0B =0 < +0G = 0D + OB.

Puisque OB _44\/5) _46\/5)’ soit G(—4v/3; 6).

et 6]3 ((2)), on adonc 66




c. Onazgg =6i-4v3—(-4v3+4i) =2iet
Z55 = 21, donc OD = BG <= ODGB est un parallélogramme.

c-g  V3+i-(-4V3+6i) 5\/§—51_i—\/§:—1—\/§i:1+,\/§

- = - 1—.
a-g —4v3-4i-(- 4\/—+61) -10i 2i -2 2 2
i

b. Ona €c”§

wlﬁ

/2
—cosT +isint=e
3 3
Donc GC est!'i image du vecteur GA danslarotation de centre G et d’angle 3 ,donc (GA, GC) =
i1
3 et la rotation conservant les longueurs, on a GC = GA.

b/
Le triangle AGC est donc isocele en G avec un angle de de mesure 3 les deux autres angles

b4
ont la méme mesure 3 ; finalement le triangle AGC est équilatéral.



EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité

1. Soient a et b des entiers naturels non nuls tels que PGCD(a+ b ; ab) = p, ol p est un nombre
premier.

a. pdivise a+ b, donc divise aussi a(a+ b) = az + ab.

p divisant a? + ab et divisant ab, divise aussi leur différence (a? + ab) — ab = a®.

b. Les diviseurs premiers de a” étant ceux de a, p divise donc a.

On constate donc, de méme, que p divise b.

c. Soit a le PGCD(a, b) : p divisant a et b, divise a, il existe donc un naturel 1 tel que a = Ap.
a étant le PGCD de a et de b il existe donc deux naturels a’ et b’ tels que a = aa’ et b= ab'.
Lénoncé entraine { atb = al@+b)=Ap(a+b)

ab = a?(ab)=A?p?d'b’)
Donc Ap divise a + b et ab donc est un diviseur du PGCD de a et b donc un diviseur de p :
ceci n'est possible que si Ap =1 ou encore Ap = p, soit A = 1. Finalement le PGCD de a et
best p.
2. On désigne par a et b des entiers naturels tels que a < b.
a. Résoudre le systeme
{ PGCD(a, b) = 5
PPCM(a, by = 170
PGCD(a, b) =5 signifie qu'il existe des entiers a’ et b’ premiers entre eux tels que
a=5a etb=5b".
On sait que : PPCM(a, b) =170 =PGCD(a, b)xa' xb' =5a'b' < ,d'oua’'b'=34=1x34=
2x17.
Avec la condition a < b, on obtient les solutions @' =1etb' =34ouad =2et b =17.
Les deux solutions sont donc les couples (5; 170) et (10; 85).
b.
{ PGCD(a+b, ab) = 5
PPCM(a, b) = 170

On avu ala question 1. que si p = PGCD(a; b) avec p premier alors celui-ci est le PGCD de
a et b. Donc les solutions du systeme sont des solutions du systeme précédent. Or les solu-
tions trouvées a la question précédente vérifient le systéme, donc les solutions les mémes
que précédemment : (5; 170) et (10; 85).

PROBLEME 11 points

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, 7, 7) On considere la fonction f, définie sur
I'intervalle [0 ; +ool par :

f(x) =-3-Inx+2(nx)>.

On note (¥) sa courbe représentative.

Partie A - Ftude de la fonction f ettracé dela courbe (¥)



1. a. On pose Inx = X. Il faut donc résoudre I'équation -3 — X +2X? =0

. L. , . 3
La solution —1 est évidente , donc I'autre solution est 7

3
On sait qu’alors f(X) =2(X +1) (X - 5)

Inx+1 = 0 Inx = -1 x = el
Il reste a résoudre : 3 — 3 = 3
Inx-=- = 0 Inx = - X = ez2
2 2
S= {e_l ; e%}.
b. D’apres la question précédente on peut écrire :
f(x)>0 < 2(nx)>-Inx-3>0 < (Inx+1)2lnx-3) > 0.
On étudie le signe de chaque facteur :
eavec x>0, Inx+1>0 < Inx>-1 < x>e!;
eavec x>0, 2Inx-3>0 < lnx>% = x> e%.
On en déduit le tableau des signes de f :
-1 3
X 0 e ez +00
Inx+1 - 0 + +
2Inx-3 - - 0 +
fx + 0 - 0 +

On en déduit donc S=0; e‘l[u]e% ; +oo[.

2. a. ¢ On sait que lirr(l)lnx = —o00, donc lirr(l)—lnx = +o00 et comme lirr(l)(ln x)? = +00, on a donc
X— X— X—

lim f(x) = +o0.
x—0

¢ Pour x # 0, on peut écrire

—n2lo L 3
f) =(nx)7)2 Inx (Inx)?]|

1 3 1
Ona lim — =0et lim —— =0,donc lim (2- —-——
x—+o0 Inx x—+oo (In x)?2 x—+00 Inx (Inx)?

+00 on en déduit par produit de limites : lirP f(x) = +o0.
X—+00

=2etcomme lim (In x)2 =
X—+00

b. f estune somme de fonctions dérivables sur R, donc sur cet intervalle :

1 1 4lnx-1
flx)=4lnxx —— —= ——,
X X x

c. Comme x >0, le signe de f’(x) est celui du numérateur 4lnx—1:

e4lnx-1=0 < lnx:i — x:e%;

e4lnx-1>0 < lnx>i — x> ei ~1,284;

e4lnx-1<0 < lnx<i > x<ei.

Donc f est croissante sur ]0; e% [, puis décroissante sur ] e% ; +oo[.

3. OnaM(x; ye(T = y—f(e%)f’(e%)(x—e%).

5\2 5 25 5 25-10-24 9
onas(ef]2(3f 252D 3 g Bl 0
4 4 8 4 8 8
4
f’(ei)——5—4e‘%,donc
e
9 _5 5 _5 _5
M(x,y)e(?]'<=>y+§=4e 4(x—e4)<=>y:——+4e 1xX—4 < y=4e 1x——.



4. On se propose d’étudier la position de la courbe (¥) par rapport a la droite (7).
Pour cela, on considere la fonction ¢, définie sur ]0; +ool par :

a. Onapour x>0, ¢'(x)=f'(x)—4e”

4
—xx—4lnx+1
" _ X
@' (x) = 2

_5- 4In x
= "
b. On a donc car le signe de ¢ (x) est celui du numérateur :

5 5
e5—-4Ilnx=0 @lnxzz — x=e1;

)

5
e5-4Inx>0 (:)lnx>z = x> e%'

5 5
e5-4lnx<0 <=>lnx<z — x<ei;

. . 5 L 5
La fonction ¢’ est donc croissante sur ]0 i et [ et décroissante sur ] e1; +oo[.

4x3-1

Or ¢ (e %) =—31 _ _4e-i=o. Puisque le maximum de ¢’ est nul, on peut donc en

5
1
conclure que (p’(x) <0sur]0; +ool.
c¢. Puisque ¢’(x) <0, la fonction ¢ est donc décroissante sur ]0 ; +ool.

5 5 _5 5 41 5 5)2 41 -24+10+25-32+41
pler|=fler])-|4de i xet——|=-3—=+2|-| -4+—= =0.
8

4 4 8 8
Conclusion ¢ est décroissante sur ]0 ; +oo[ et s'annule en e 1et
e sur ]0 ;e i [, @(x) > 0 ce qui signifie que la courbe (€ est au dessus de (I et

5
4

e sur ] ed; +oo[, @(x) <0 ce qui signifie que la courbe (¥ est au dessous de (J .

5. Tracer la courbe (¥) et la droite (97). (Unité graphique : 2 cm).
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Partie B - Calcul d'une aire

1. La fonction & somme de fonctions dérivables sur 'intervalle ]0 ; +oo[ est dérivable et sur cet
intervalle :

1

R(x)=Inx+xx——-1=Inx+1-1=Inx: h est bien une primitive de la fonction logarithme
X

népérien sur ]0 ; +ool.

3
2. a. D’apres la question précédente: I} = [xInx — x] ‘iz —e3>xlne’—e? - (ilnl - %) =
1 3 2
L=-ez+—
2 e

3 3

e2 ez
b. Ing1 (lnx)zdxzf1 (Inx x In x) dx.

e

On integre par parties toutes les fonctions étant continues car dérivables sur ]0 ; +oo :
{ ux) = Inx) v = Ink)

u'(x)

v(x) = xlnx)—x

==

[N13Y
e

e

e
Donc I = [x(In(x))? — xIn(x)] 1 —fl (n(x)—1]dx =



9e% 3e% L [xIn(x)—x x]e%
4 2 e e ¢
3 3 3 3 5 5 5
=Zei—%ei+2ei—%—%—%=lg—zei—g.
3 3 3 3 3
e?2

e2 ez ez e2
f(x)dxzf1 [—?)—lnx+2(ln(x))2]dxz—?)f1 ldx—f1 lnxdx+2f1 (In(x)*dx =
[ o) (ot
-3lez——|—-|-ez+—
2 e

(5 3 5 ) 3 9
+2|-ez2——|=—-e2——.

4 e

On a vu dans I'étude de la fonction f que celle-ci est négative sur I'intervalle

e

1
—; e
e

f‘D||—i

doncl’aire «f de la surface limitée par ¢, I'axe des abscisses et les droites d’équations x =

3
et x = e 2 est égale a 'opposée de I'intégrale principale, soit :
e? 3 9
o =— fx)dx=e?2+—=7,8(u.a.). (ce que!'on peut vérifier approximativement sur
e

1
e

la figure).



