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EXERCICE 1 5 points
Affirmation 1 : Fausse.

1 a-1
Le vecteur AB a pour coordonnées AB [ 0 | et AC a pour coordonnées: AC| 2

0 a

Quel que soit le réel a, ces coordonnées ne sont pas proportionnelles, donc les vecteurs
ne sont pas colinéaires, et ils définissent bien un plan.

Cependant, le repere étant orthonormé, on peut utiliser les coordonnées pour calculer
un produit scalaire : E? =(a-1)x0+2x1+ax0=2.

On constate que les vecteurs 7 et AC ne sont pas orthogonaux, donc 7 n’est pas un
vecteur normal au plan (ABC) : cette partie de I'affirmation est donc fausse.

Affirmation 2 : Fausse.
En interprétant le systéme de représentation paramétrique, la droite (d) est dirigée par
1 a—-1

ul 2| on rappelle : AC| 2

-1 a
Pour que les droites soient paralleles, il faudrait que les vecteurs U et AC soient propor-
tionnels, or, ici, ils ont la méme ordonnée, donc ils devraient étre égaux.
Or, si on choisit a égal a 1, les altitudes seront égales, mais pas les abscisses, si on choisit
a égal a 2, alors les abscisses seront égales, mais pas les altitudes, et, pour tout autre réel
a, les abscisses et altitudes seront différentes entre les deux vecteurs.
Quel que soit le réel «, les vecteurs % et AC sont donc non colinéaires, et les droites ne
sont pas paralleles : 'affirmation est donc fausse.

Affirmation 3 : Vraie.
O étant!’origine du repeére, les coordonnées des vecteurs OA sont celles du point A, donc

-1 1
celles de AO sont: | —1|.0On rappelle AB|o].
0 0

On a donc, dans le repére orthonormé : AO-AB=-1x1+ (-1)x0+0x0=-1.
Parailleurs,ona: AO=+/(-12+(-12+02=v2, et AB=v12+02+02=+y1=1.
Onadoncaussi: AO -AB =AO x AB x cos (OAB) = v2cos (OAB).

En égalant les deux expressions du produit scalaire, il vient: —1=\/2cos (GA\B),

— -1 —v2
ce qui équivauta: cos(OAB) = — = —\/_

N

. . P . Y . .
On reconnait ici 'opposé du cosinus d’'un angle de e ce qui est donc le cosinus d'un

n 3
angle de mesure 7 — 1 = i soit effectivement 135°.

Affirmation 4 : Fausse.

Avec les coordonnées données pour H et la représentation paramétrique de (d), pour
avoir xy = 1 + ¢, il faut avoir ¢ = 0, et donc les ordonnées et altitudes ne correspondront
pas : le point H n’est pas sur la droite (d), donc il n’est pas le projeté orthogonal de A sur
(d).
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Affirmation 5 : Vraie

Soit £ un réel quelconque et M, le point de parameétre ¢ sur la droite (d).
La distance O M; est donnée par :
OM;=vV(1+02+20%+(-02=V1+2t+ 2 +42+ 2= V612 + 21 + 1.
Onadonc: OM;=1 < V6£2+2t+1=1

— 62 +2r+1=1

< 6°+2r=0
~— 2t3t+1)=0
<~ 2t=0 ou 3t+1=0

<~ t=0 ou t=--
L'équation a deux solutions, il y a donc exactement deux points de la droite (d) qui sont

1
sur la sphere : les points de parametre 0 et -3 I'affirmation est vraie.

EXERCICE 2 5 points

Puisqu’on choisit un jouet au hasard dans la production, on est en situation d’équipro-
babilité, et donc les proportions sont assimilables a des probabilités.

Partie A

1. D’apres I'énoncé 95% des jouets réussissent le test de fabrication et, parmi les
jouets qui réussissent le test de fabrication, 98% réussissent le test de sécurité,
donc P(F) =0,95 et Pr(S) =0,98.

2. a. Un arbre pondéré qui illustre la situation avec les données disponibles dans
I’énoncé (ainsi que les probabilités d’événement contraire, triviales) est :

0,98 — S
/VF<
002, <

0,95

e

0,05 .—" S

TNE=— . _

\S

b. D’apres I'énoncé 1% des jouets ne réussissent aucun des deux tests donc

P(FnS)=0,01.
_. P(FnS) 0,01

p(p) 0,05

Larbre complet est donc:
0,98 S

F
<°’95/ o, .
0,05 B 08— S
~a F <0 )

’ — g

3. P(FﬂS) = P(F) x Pr(S) =0,95x0,98 = 0,931

La probabilité que le jouet choisi réussisse les deux tests est égale a 0, 93.
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4. Les événements F et F forment une partition de I'univers, donc, d’aprés la formule

. Ps(F) =

des probabilités totales: P(S)=P(FnS)+P(FnS)

Onadonc: P(S)=0,931+0,05x%x0,8=0,971.

La probabilité que le jouet réussisse le test de sécurité vaut, 0,97 arrondi au cen-

tieme.

P(FNS) 0,931
P(S) 0,971

La probabilité qu'un jouet réussisse le test de fabrication sachant qu'il a réussi le
test de sécurité vaut 0,96, arrondi au centiéme.

~0,9588

Partie B

1. S, suit la loi binomiale de parametres n et p = 0,95 donc:

ES)=nxp=0,9n et V(X)=np(l-p)=nx0,95x%x0,05=0,0475n.

2. Dans cette question, on pose n = 150.

150
a. P(SISO =145) = (145) x 0’95145 « 0’05150—145.

= 591600030 x 0,95'*° x 0,05°
=~ 0,10884
Finalement, avec les consignes d’arrondi: P (S;50 = 145) = 0,109
Dans le contexte de I'exercice, dans environ 10,9% des cas, 145 jouets sur les
150 du lot réussissent le test de fabrication.
b. 94% des jouets de ce lot correspond a 141 jouets.
ATaide de la calculatrice : P (S;50 > 141) = 0,78088

La probabilité qu’au moins 94% des jouets de ce lot réussissent le test de fa-
brication vaut 0,781 4 1073 pres.

3. Dans cette question, I'entier naturel non nul n n’est plus fixé.

Asie

a. D’apres les propriétés sur I'espérance d'une somme de variables aléatoires :

S E(S 0,95n
E(Fn)=E(—n)=M=—

n n n
D’apres les propriétés sur la variance d'une somme de variables aléatoires

indépendantes :

S
V(F,) = V(—”)
n n n n
b. L'événement « 0,93 < F,, < 0,97 » revient a |F,, — 0,95] < 0,02 et
P(IF,, ~0,95| < 0,02) —1- P(IFn ~0,95| > 0,02).

=0,95.

_ V(S _0,0475n 0,0475
- 2 2 :

On veut que P(IFn ~0,95/ > 0,02) > 0,96

On veut donc que P(IFn -0,95| < 0,02) <0,04

Or, pour tout réel ¢ > 0, d’apreés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a:

V(Fx)

t2

P(IF,— E(Fy)l > 1) <
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. 0,0475
Pour ¢ = 0,02 on obtient : P(IFn ~0,95| > 0,02) <——2
nx 0,022
Il faut résoudre I'inéquation suivante :
00475 _ oo 00475 _ . 00475
nx0,022~ " nx0,022 ~ 0,04 x 0,022
<~ n>2969.

Le lot devra contenir au moins 2969 jouets.
Linégalité est donc vraie pour tout entier n > 2969.

A partir de 2969 jouets prélevés, la probabilité de I'événement I est supé-
rieure ou égale a 0,96.

EXERCICE 3 5 points

Partie A

1.

Asie

Ona: u=2+0,8u;=2+0,8x2=2+1,6=23,6.

Apres deux prises du médicament, le patient a 3,6 mL de médicament dans son
organisme.

Pour tout entier naturel non nul 7, on pose P, affirmation : « i, = 10-8x0,8" ! ».
Initialisation : On a, d'une part: u; =2, d’apres ’énoncé.

Et, d’autre part: 10-8x 0,871 =10-8x0,8°=10-8x1=2.

On constate que pour n = 1, laffirmation P; est vraie.

Hérédité : Pour n entier naturel non nul, on suppose I'affirmation P, vraie, c’est-
a-dire: «u,=10-8x0,8""1».
On veut montrer que cela implique que I'affirmation P, est vraie.
Ona: uy4+ =2+0,8u, pardéfinition de la suite (u,)
=2+0, 8(10 -8x0, 8”_1) par hypothese de récurrence
=2+0,8x10-0,8x8x0,8"!
=2+8-8x0,8x0,8"""
=10-8x0,8x0,8" Cc'estl'égalité P,
Conclusion : L'affirmation est vraie au rang 1, et, pour tout rang naturel non nul r,
si P, est vraie alors P, I'est aussi, donc, en vertu du principe de démonstration
par récurrence, on a donc démontré que P, — est vraie pour tout entier naturel n

non nul, autrement dit, on a établi une expression explicite du terme général de la
suite.

. Par connaissance des limites des suites géométriques, comme ona -1 < 0,8 < 1,

onendéduit: lim 0,8*!= lim -8x0,8"! =0.
n—+oo n—+oo

Par limite de la somme, on en déduit: lim u,= lim =10+0=10.
n—+oo n—+oo

La suite (u,) converge donc vers 10.

Dans le contexte de I'exercice, cela signifie qu’au bout d'un nombre important de
prises de ce médicament, 'organisme du patient contiendra une quantité de mé-
dicament qui tend vers les 10 mL.
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4. Soit N un entier naturel non nul, étudions I'inéquation :
uy>10 < 10-8x0,8V"1 > 10
— -8x0,8""1>0

Le membre de gauche est un réel strictement négatif (car 8 et 0,8 sont strictement
positifs) et ne peut étre supérieur ou égal a 0.

Linéquation n"admet donc pas de solution.

Dans le contexte de I'exercice, cela peut s'interpréter sur le comportement de la
suite, qui est donc majorée (strictement) par 10, ou par la quantité de médicament
dans!’organisme del'individu qui est toujours strictement inférieure a 10 mL, quel
que soit le nombre de prises du médicament enchainées.

5. Onrésout une inéquation différente, avec n un entier naturel non nul :
U,>9 < 10-8x0,8""1>9
= -8x0,8"'>-1

— 0,8 '<= car-8<0

| =

_ 1
< In(0,8" ") <In (g) la fonction In étant strictement croissante sur R**

< (n—1)In(0,8) < —In(8) d’aprés les propriétés de la fonction In
In(8)

In(0,8)
In(8)

<~ n-1>-

car In(0,8) <0

In(8)
-——-=10,3.
In(0,8)
Comme on résout pour n entier naturel non nul, les solutions sont les entiers su-

périeurs ou égauxa 11.

’

C’est a partir de 11 prises successives du médicament que la quantité de celui-ci
dans I'organisme du patient dépasse strictement les 9mL.

Partie B
U+ Uy _ 2+3,6 _
=

2. Pour donner I'expression explicite de la somme, on utilisera I'expression explicite
du terme général de la suite (u,), établi a la question A. 2..

1. Ona$, =

2,8.

La somme est une somme de n termes consécutifs, de u; a uy, :
Up+up+-+u,=10-8x0,8°+10-8x0,8' +---+10-8x0,8""!
=10+10+---+10-8x (0,8° +0,8" +---+0,8" 1)
1-0,8"

=10xn—-8x1x T o8 formule connue

’

~ lon- > x(1-0,8")
0,2

=10n—-40x (1-0,8")
=10n-40+40x0,8" en développant
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On arrive donc bien a I’expression annoncée.

3. On déduit de la question précédente que, pour tout n entier naturel non nul, ona:
40 40
S,=10— — + — x0,8".
n n
. . .40
On adonc, par limite du quotient:  lim — =0,
n—+oo n

de plus, par limite des suites géométriques, comme —1<0,8<1: liIP 0,8" =0.
n—+0o0
Ainsi, par limite de la somme et du produit, on en déduit :

40 40
lim S,= lim 10— —+— x0,8" =10.
n—+oo n—+oo n n
La quantité moyenne de médicament présente dans I'organisme du patient tend

elle aussi vers 10mL.

4. La fonction mystere est une fonction de seuil : elle détermine I'indice seuil pour
lequel la valeur de S;, franchit le seuil k pour la premiere fois.

mystere (9) renvoie donc le premier nombre entier naturel non nul z pour lequel
la quantité moyenne de médicament dans I'organisme du patient depuis le début
de la prise devient supérieure ou égale a 9mL.

5. Cette valeur est donc nécessairement strictement supérieure a 10, puisque 'on a
établi a la fin de la partie A que c’est seulement a la onzieme prise du médicament
que la quantité a ce moment la dans le corps du patient dépasse les 9mL.

Avant n = 11, les valeurs de la suite (u,,) sont donc toutes inférieures strictement a
9, et donc leur moyenne le sera aussi.

Il est donc impossible que S, soit supérieur a 9 pour tout entier naturel non nul n,
pour n inférieur ou égal a 10.

La fonction mystére doit donc renvoyer une valeur (un indice) strictement supé-
rieur a 10. Elle renverra en réalité 40 (on a S3g = 8,974 et S49 = 9,0001).

EXERCICE 4 5 points
eVx
2Vx

On considere f la fonction définie sur 'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = et on appelle

Cy sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

1. On définit la fonction g sur I'intervalle |0 ; +ool par g(x) = evVx

a. Lafonction g est continue et dérivable sur ]0; +oo[, donc Vx €]0; +ool,

g = 1 x eV¥ = e
2V'x 2vVx

b. Lafonction f est continue et dérivable sur ]0; +oo[, donc Vx €]0; +o0|,

= f(x).

= 2V 2Vx VI Jx_eV(/a-1
B 2v/x)2 T ax 4x o axyx
Vx

e
2. a limeY*=1et lin})zﬁ =0 avec >
prae

>0 donc lim f(x) = +o0.
x—0 X x—0
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b. Donc Cr admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

u

Y . 2z . e L.
3. a. D’apresles croissances comparées, 11111 — = +oo donc par composition de
u—+oo 1y

limites (en posant u(x) = v/X) thP f(x) = +oo0.
—+00

b. Vx€]0; +ool, e¥* >0 et 4xy/x >0 donc f'(x) ale méme signe que v/x — 1.
VX-120= Vx21 = x>1

X 0 1 +00

f'(x) - 0 +

+

o0 +00
fx) T— e __—
2

c. Lafonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [1; +oo[ a
e e e

valeurs dans [5 ; +oo[. Or2e [5 ; +oo[ (car > < 2) donc d’apres le corollaire

du TVI, I'équation f(x) =2 admet une unique solution notée a dans [1; +ool.

A la calculatrice : @ = 4, 6.

2
4. I:f fx)dx.
1

eﬁ_ 1
2Vx  2y/x

fonction g est la fonction f, donc g est une primitive de f.

a. Vxell; 2], f(x)= x eV*, En remarquant que la dérivée de la

2
Donc I:f fx)dx= [g(x)]? = [e‘/}]? —eV2_¢
1

1<x<2
est égale a eV2_e.
0<y<fx)

I est donc l'aire du domaine compris entre <€f , 'axe des abscisses et les
droites d’équation x =1 et x = 2.

b . <
b. Laire du domaine
<

eV¥(x—3vx+3)
8x2\/x
a. Onpose Vx€]0; +oo[, X = V/X.
Xx-3yx+3=X>-3X+3.
A=(-3)2-4x1x3=-3<0donc VX €]0; +ool, X>~3X+3>0doncVxe
10; +oo[, x —3v/x+3>0.
b. Vx €]0;+ool, e¥* >0 et x —3y/X+3 >0 et 8x%,/x > 0 donc [ (x) > 0.
La fonction f est convexe sur |0 ; +ool.

5. Yx€]0; +oof, f"(x) =
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