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Sujet 1
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Exercice 1 5 points

Partie A.

1. Un arbre de probabilité représentant la situation est :

0,062~ 4
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TRR=— . _
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2. a. P(RnA)=P(R)xPr(A)=0,17x0,062 =0,01054
La probabilité que I'enfant interrogé habite en zone rurale et soit atteint d’al-
lergie alimentaire vaut 0,01054.

b. Les événements R et R forment une partition de I'univers, donc, d’apres la
formule des probabilités totales: P(A)=P(Rn A)+P(Rn A)

Onadonc: 0,09=0,01054+P(Rn A)

D’olt P(Rn A) =0,09-0,01054 = 0,07946

La probabilité que I'enfant interrogé habite en zone urbaine et soit atteint
d’allergie alimentaire vaut 0,07946.
P(RnA) 007946 3973

c. Ph(A)= P(E) "~ 0,83 41500

~0,09573.

La probabilité qu'un enfant soit atteint d’allergie alimentaire sachant qu’il ha-
bite en zone urbaine vaut 0,0957 arrondi a 1074,

Partie B.

1. Onrépete 100 fois de maniere identique et indépendante une expérience aléatoire
a deux issues dont le succes « Lenfant est atteint d'une allergie alimentaire » a une
probabilité p = 0,09.

La variable aléatoire X compte le nombre de succes.
Donc X suit une loi binomiale de parameétres n = 100 et p = 0,09.

2. Alaide de la calculatrice : P(X >10) = 0,41249

La probabilité qu’au moins 10 enfants parmi les 100 interrogés soient atteints d’al-
lergie alimentaire vaut 0,4125 arrondi a 1074,

Partie C.

1. Dans le contexte de l'exercice, la variable aléatoire M»y représente I'dge moyen
d’apparition des premiers symptdmes pour les 20 enfants.

A.P.M.E.P.
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2.

My est la moyenne d'un échantillon de taille n d'une variable aléatoire A telle que

E(A)=4etV(A) =225dou:

E (M) = E(A) =4

V (Mzg) = Vi) = 2,25
20 20

=0,1125

. Lévénement « 2 < Mg < 6 » revient a

| Moo — 4] < 2 et P(|M20—4| <2) = 1—P(|M20—4| > z).

Or, d’apres I'inégalité de concentration, pour toutréel  >0:

V(A
P(IM, - B > 1) < —
nt
Soitici avecn—20ett—2'P(|M —4|>2)<£
’ - — & 20 = \20><22’

311
320

2,25
d’ott P(|M20 —4|1>(|M20 _4< 2) >1-7

P(|M20—4| <z) >

311
Or — =~ 0,9719,
320
donc: P(2 < My, < 6) >0,97.

Dans le contexte de I'exercice cela signifie que dans plus de 97 % des cas, les pre-
miers symptdomes apparaissent entre 2 et 6 ans.

Exercice 2 5 points

1.

2.

Le sol est le plan Py d’équation z = 0 donc I’avion touchera le sol lorsque z =0, c’est

1
adire11 -4t =0soit t = Z

1 11

x=-1145x — = —

4 4
Les coordonnées du point S sont donc : y=-5+ E — _g
4 4

z=0
S’il ne dévie pas de sa trajectoire, les coordonnées du point S en lequel 'avion Béta

11 9
touchera le sol sont : (Z’ _Z; O).

a. L'avion Alpha transmet a la tour sa position en A(—7;1;7) et sa trajectoire est

2
dirigée par le vecteur ul-1].
-3
Une représentation paramétrique de la droite da caractérisant la trajectoire
X==7+2s
del'avion Alphaestdonc:{ y=1-s ou s décrit R.
z=7-3s

b. Les deux avions entreront en collision si leur deux trajectoires se coupent,
c’est a dire si les droites dj et dp sont sécantes.
Cherchons s’il existe un couple (¢ ; s) tel que le point de parametre ¢ sur dp
soit confondu avec le point de parametre s sur da, pour cela, résolvons :
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Polynésie

—11+5t=-7+2s —11+506-5)=-7+2s
—5+t=1-s5s < {t=6-5§
11-4t=7-3s 11-4(6—-5)=7-3s

—11+30-58s=-7+2s
< {f=6-35

11-24+4s=7-3s

26=7s
< {f=6-35
75 =20
26
s§=—
7
< {f=6-35§
20
§=—
7

Le systéme n’a pas de solution, donc les deux avions ne peuvent pas rentrer
en collision.

. Lavion Alpha passe par la position E(-3 ; —1; 1) s'il existe un réel s tel que

le point de parametre s sur dp ait pour coordonnées (—3; —1; 1), pour cela,
résolvons :

-3=-7+2s 4=2s §s=2
—-3=1-5 <> <{ —4=-5 — s=2
1=7-3s —-6=-3s s=2

Le point E(-3; —1; 1) correspond au point de parametre s = 2 donc 'avion
Alpha passe par le point E.
2
Le plan Pg est perpendiculaire a la droite da dirigée par le vecteur ul-1 )
-3
donc ¥ est un vecteur normal au plan Pg.

Une équation cartésienne du plan Pg est donc de la forme:2x—y—-3z+d=0
avec d € R.

De plus, le point E appartient au plan Pg donc les coordonnées du point E
vérifient I'équation du plan Pg, d’'olt : 2xg — yg —3zg + d = 0 soit 2 x (=3) —
(-1)-3x1+d=0;

onadonc—-6+1-3+d=0<= d=38

Conclusion : ine équation cartésienne du plan Py est bien:2x—y—-3z+8=0.

Déterminons les coordonnées du point E intersection du plan Pg et de la
droite dg.

Les coordonnées des points d’intersection sont solutions du systéme
x=-11+5¢
y=-5+t¢
z=11-4¢
2x—-y-3z+8=0
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On cherche donc t qui vérifie 2(—11+5¢) — (=5+ ) —=3(11—-4¢t) + 8 =0 C’est-a-
dire :

42
—22+10t+5-1t-33+12t+8=0 < 21t =42 — tzﬁzz.

x=-11+5¢t=-11+5x2=-1
Onendéduit]{ y=-5+t=-5+2=-3
z=11-4t=11-4%x2=11-8=3
Le point d’intersection du plan Pg et de la droite dp est le point F(-1; -3 ; 3).

Le repere est orthonormé on peut donc utiliser les coordonnées pour calculer
les distances.

EF = \/(XF —xp)?+ (ye— J/E)2 + (25 — zp)?

EF = \/(—1 —(=3)+(-3-(-1)*+ @3 -1)?

BF = /(% +(-2)% + ()2

EF=v4+4+4
EF=v12=2V3

d’ou EF= 3,464 1km soit EF= 3646m a 1 m pres.

4. Siles avions Alpha et Béta sont respectivement en E et F au méme instant, la dis-

3646
tance les séparant est de 3646 m soit environ Tess ~ 1,97 mille nautique.

Or 1,97 < 3 donc leur distance de sécurité n’est pas respectée.

Exercice 3 5 points

Partie A : Etude des fonctions f;, pour n > 1

1. a. On dérive un produit de deux fonctions dérivables sur [0; +oo[. Soit x un réel

Polynésie

positif :
flx)=nx""tx e +x" x (-e™)= (nx”_1 —x")e™"

1 n-1 _,-x

—xxx" e =(n-x)x"""e
La fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur R, donc

=(nxx""

Vxe[0;+o00[, e *>0;

Sur [0; +ool, x est donc positif, et donc x" 1 est positif aussi;

Ainsi, f,; (x) est du signe du facteur (n — x).

Ona n-x>0 < n>x, doncc'estpour cela que'on abien f),(x) >0
sur [0 ; n[, de facon immédiate, f,;(n) = 0 et, par élimination, f,; (x) < 0 sur
In; +ool.

Le signe de f;,(x) est donc justifié.

Par conséquent, on en déduit les variations de f;, : sur [0; nl, f; est a valeurs
positives, ne s'annulant que de facon isolée (pour x = n), donc f; est stricte-
ment croissante sur [0; n].

Sur [n; +ool, f; est a valeurs négatives, ne s’annulant que de facon isolée
(pour x = n), donc f;, est strictement décroissante sur [7 ; +oo].

On calcule les images de 0 et 2 par f; :
o f,(0)=0"xe "=0x1=0;
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o fu(n)=n"x e‘"=n”xi=(ﬁ)n;

e’ e
Enfin, calculons la limite de f;, quand x tend vers +oo:
e X" 1
Vx€l0; +ool, fulx)=x"e*= o = -
X1

La propriété des croissances comparées dit que, pour tout n naturel non nul :
X
im — = +oo;
x—+oo xN

1
Par limite du quotient, on en déduit: lim f,(x)= lim —— =0.
X—+00 X—+o00 €

xn
La courbe %, admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voi-
sinage de +oo.

On a ainsi justifié tous les éléments de ce tableau de variations.

2. Pour n entier naturelnonnul,ona: f,(1)=1"xe '=1xe !=e™ !

Cela confirme que la courbe €, contient bien le point A(1; e™!).

1
Partie B : Etude des intégrales f fau(x)dx pourn=>0
0

1.

a. La fonction fy est a valeurs positives sur [0;1], donc Iy correspond a l'aire,

exprimée en unités d’aire, de la surface délimitée par : la courbe %), 'axe des
abscisses, et les deux droites verticales d’équation x =0 et x = 1.

. De la méme fagon, chaque intégrale I, est la surface délimitée par la courbe

%,, 'axe des abscisses, et les deux droites verticales d’équation x =0 et x = 1.
Graphiquement, on conjecture que chacune de ces surface est incluse dans
celles correspondant a un entier n plus petit, donc les aires sont de plus en
plus petites, et la suite (I,;) semble décroitre, en étant minorée par 0, la suite
serait convergente, vers une limite positive, proche de 0, ou vers 0, en effet,
l'aire sous la courbe 6 est déja tres faible.

1 1
2. Ona: IO:fO e_xdx=[—e_x]O

3.

=(-e)-(-e ) =-e"+¢°

=1-¢!

a. Soit n un entier naturel.

x€[0;1] > 0<x<1
= 0xx"<xxx"<1xx", carx">0

On arrive bien a I'inégalité demandée.

b. Soient n un entier naturel et x un réel de [0 ; 1]. En multipliant I'inégalité

précédente par e, qui est un nombre réel supérieur a zéro, il vient :

0<x" e < xe™ soit 0< fir1(x) < frlx).
Comme on integre entre 0 et 1, avec 0 < 1, par positivité de I'intégrale, on en
déduit :

1 1 1
f deéf fre1(x) dng fa(x)dx soit 0< Iny < I
0 0 0

4. D’apres la question précédente, on a, pour tout entier naturel n, simultanément :

Polynésie
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— 0<I,;, donclasuite (1) est minorée par 0;
— I, <1I,, donclasuite (I,) est décroissante;

La suite étant décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente, vers une
limite ¢ supérieure ou égale a 0.

5. Soit n un entier naturel n.
u(x) = x"*! u'(x)=m+1Dx"
On pose: et .
Toutes ces fonctions étant continues car dérivables sur [0; 1],on a:

1 1 1
It =f frs1(x) dx =f x"le *dx =f u(x) x v'(x) dx
0 0 0

vix)=—e ¥ V(x)=e"

1 1
= [u(x) X 1/(x)]0 - f u'(x) x v(x) dx formule d’intégration par parties
0

= | £+ « (_ e—x)

1 1
—f (n+Dx"x (- e™)dx
0 Jo
1
=(-1"'xe )= (0" x e )+ (n+ l)f x"e *dx parlinéarité
0

1
=n+1I,——
e
On arrive bien a la relation de récurrence annoncée.

6. a. Supposons que la limite £ est supérieure a zéro.

Alors, par limite du produit, on a: lirP (n+1I,,=+o00
n—>

1
Puis par limite de la somme: lim (n+1)I,;, —— = +oo0.
n—+oo e

Soit nglllw In11 = 400, autrement dit, la suite de terme général I,,4; di-
verge Vers +oo.

Or la suite de terme général I, ala méme limite que la suite de terme général
I, qui elle converge vers un réel positif £ (dont on peut dire qu’il est inférieur
alp=1-eh).

Lunicité de la limite est donc en contradiction avec ces résultats.

b. Dans la question précédente, on a fait une supposition non étayée : on a sup-
posé ¢ > 0. Cette supposition conduisant a une contradiction, cela démontre,
par 'absurde que'on a £ < 0.

Comme on savait, depuis la question 4., que ¢ est un réel positif, on peut donc
en déduire quel'ona: ¢=0.
La suite (I) converge donc vers 0.

7. Ici, 'appel mystére (100) renvoie une liste (stockée dans la variable L) contenant
les valeurs (approchées) des 101 premiers termes de la suite, de Iy a 1.
En effet, I est initialisée (ligne 2) a la valeur Iy, puis L est initialisée (ligne 3) en tant
que liste contenant la valeur I;.
Ensuite, on rentre dans un boucle a n = 100 répétitions (pour i allant de 0 a 99), et
dans chaque exécution, la variable I est mise a jour (ligne 5) en utilisant la relation
de récurrence de la suite (I;), donc passe de la valeur d'un terme a la valeur du
terme suivant dans la suite (I,;). Cette nouvelle valeur est ensuite ajoutée a la fin de
la liste L (ligne 7).
En sortie de boucle, on a donc appliqué 100 fois la relation de récurrence, donc la
variable I contient bien la valeur (approchée de) Ip+100 = 100, qui a été la derniere
ajoutée ala liste L.
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Remarque /\

Si on fait effectivement tourner le script Python donné dans 1'énoncé, les ré-
sultats sont manifestement faux a partir de n = 18 puisque les valeurs trou-
vées deviennent négatives!

Les calculs se font avec une valeur approchée de e et les erreurs se cumulent
assez rapidement.

Les calculs effectués sur tableur ne donnent pas de meilleurs résultats.

En revanche, si on calcule les aires sous la courbe avec GeoGebra, les résul-
tats semblent corrects, et la suite des intégrales tend effectivement vers 0.

Exercice 4 5 points

1.

2.

Affirmation 1 : Vraie.

On reconnait une forme présente dans le cours : les équations différentielles de la
forme y' = ay + b, avec a et b réels non nuls ont pour solution les fonctions de la

forme: x— ke%*——, ol kestunréel quelconque.
a

1
Ici, on applique cette propriété avec a = > et b = 4, ce qui donne bien I'équation dif-

N

1
férentielle y' = > y+4, ayant pour solution les fonction de laforme: x~— k e —=

DNo—=

s0it x — kez¥ — 8, avec ke R.
Affirmation 2 : Vraie.

Une équipe de volley-ball telle que décrite est constituée d'un couple de deux élé-
ments. Le premier élément de ce couple est un ensemble de 3 éléves filles distinctes
(donc pas de répétition), qui n'ont pas de role particulier, donc on parle d’'un en-
semble, et pas d'une liste ou d’'un triplet (donc pas de notion d’ordre) : on va utiliser
des combinaisons.

18
3 filles choisies parmiles 18 de la classe : il y a ( 3 ) = 816 facons de choisir les trois

filles qui constitueront ce premier ensemble.

Le deuxieme élément du couple sera un ensemble de trois éléves gargons, choisis
avec les méme principes.

14
3 garcons choisis parmi les 14 de la classe : il y a ( 3 ) = 364 facons de choisir les

trois garcons qui constitueront ce second ensemble.

Finalement, par principe multiplicatif, une équipe est un ensemble de trois filles
choisi parmi les 816 ensembles possibles, associé a un ensemble de garcons parmi
les 364 ensembles possibles : il y a donc 816 x 364 = 297024 équipes différentes
possibles.

Affirmation 3 : Vraie.

Pour tout n entier naturel, on a:
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—1<cos(n) <1 = 1<2+cos(n) <3

1 1 1

= — < — < - fonction inverse est décroissante sur R}
3 2+cos(n) 1
e 1 >0

= —<—— carn
3 " 2+cos(n) -
n

= 3 < Un

Par limite du quotient, on a immédiatement : lim 3 = +00,
n—+oo
donc, par comparaison, lirP v, =+o00, ce quiestl'affirmation 3.
n—+oo

4. Affirmation 4 : Fausse.

4 1
Ona:AB|-2]|et AC|0|, donc, comme le repere est orthonormé, on a:
6 1

E . E =4x1+4+(-2)x0+6x1=10, lapremiere partie de I'affirmation est donc
vraie.

Cependant, on peut aussi calculer les normes et en déduire le cosinus de 'angle
BAC, défini par les deux vecteurs.

AB=/22+(-2)2+62 =16 +4+36 = V56 = VA x 14 = 2y/T4.
AC=V12+02+12=V/1+0+1=v2.

On a donc, avec la définition trigonométrique du produit scalaire :

AB - AC = AB x AC x cos(ﬁA\C) =214 x /2 x cos(ﬁA\C) :4ﬁcos(§A\C)
En égalant ces deux expressions du produit scalaire, on déduit :

10 = 4y/7cos (BAC) qui équivauta: cos(BAC)= 10 _5v7

47 14

V3
Il se trouve que le cosinus de 30° est connu, il vaut - et est donc différent de celui

trouvé ici : 'angle ne mesure dont pas 30°.
Remarque : une valeur approchée d'une mesure de 'angle peut étre obtenue a la
calculatrice :

— 5v7
BAC = arccos (%) ~19°.

5. Affirmation 5 : Vraie.
En effet, pour tout x réel strictement positif,ona: h"(x) = xIn(x)-3x = x(ln(x) —3)
x étant strictement positif, le signe de k" (x) est donc le signe de In(x) — 3.
X€E [e3; +oo[ = e <x
= In(e’) <In(x) carln est croissante sur R * +
= 3<In(x)
0<In(x)-3
0<h (%)
Sur l'intervalle [ ed; +oo[, la dérivée seconde de h est donc a valeurs positives, donc

la dérivée premiere de h est croissante, et donc h elle-méme est bien convexe sur
cet intervalle.

_—>
fr—
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