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OPTION A : Résolution d’un ou plusieurs problemes de mathématiques

Exercice 1

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par

f(x)=e* —In(x).

g(x) =xe* —1.

g différence de produits de fonctions définies sur R est définie sur R est également une
différence de produits de fonctions dérivables sur R.

DoncsurR, g'(x)=e*+xe*=e*(1+x).
Comme quel que soit x e R, e* > 0, le signe de g’(x) est celui de 1+ x.

e six<-—1,alors g'(x) <0:1lafonction g est décroissante sur —oco; —1[;

e six>—1,alors g'(x) >0:lafonction g est croissante sur ] —1; +ool;

e g(-1)=0;g(-1)=-le"!~1=-e"! -1~ -1,467 est le minimum de la fonction
gsurR.

o Limite en moins l'infini :
Onsaitque lim e*=0etque lim xe*=0,donc lim g(x)=-1.
X——00 X X——00

——00

 Limite en plus I'infini :

Onsait que lim e* =+oo,donc lim xe*=+ooet lim g(x)=+oo
X——00 X——00 X——00

2. D’apres la question précédente : sur I'intervalle [-1; +ool, g est continue et dérivable
et croit strictement de = —1,467 a plus l'infini.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe a € [—1 ; +oo[ unique tel que
gla)=1.

3. Onag(a)=0, g(x)<0surl]0; a]etg(x)>0sur]a; +oo].

4. f fonction différence de deux fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ est dérivable sur cet
intervalle et
fgmero L2 o1 g
X x x
5. Comme x > 0, le signe de la dérivée est celui du numérateur soit le signe de g(x) trouvé
ala question 3.

Donc f’(x) > 0 sur [« ; +oo[ et f est croissante sur cet intervalle; de méme f'(x) <0
sur ]0; «] et f est décroissante sur cet intervalle.

Enfin f(a) estle minimum de la fonction sur ]0 ; +oo[

1
6. Onavu alaquestion2.que g(a) =0 < ae*-1 < ae?=1 < e*=—.
a
1
On en déduit par croissance de la fonction logarithme népérien: a =In (a) =—-Ina.

1
Donc f(a)=e*—In(a)= —-Ina=a ! +a.
a
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Exercice 2

Partie A

S pour tout t € [a; b], f(t) < g(¢) alors g(t) ft) < gt)—-f(t) >0doncd apres la pro-
priété ci-dessus (positivité de l’intégrale)[a [g()-f(D]dt >0 < fa g(t)dt—fa fde >

04:[ g(t)dt>f f(®dze.
Partie B

Soit n un entier naturel non nul. On appelle f;, la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

(@) =In(1+x")

1
et on pose In:f In(1+x") dx.
0

On note 6, la courbe représentative de f,, dans un repéere orthonormal (O ; 1, ] )

1. a fix)=In(1+x)Ona lim x=+oo,puis lim 1+x=+ocoetenfin lim In(1+x)=
oo X—+00 X—+00 X—+00

1
b. fi est dérivable sur [0 ; +oo et sur cet intervalle f] (x) = Taz

omme 1+x >1>0, ona f{(x) >0 : la fonction est (strictement) croissante sur
[0; +oo[deln1 =0 a plus I'infini.

1
C. Ilzf In(1+ x)dx.
0

u(x) = Inl+x) dv = dx
1

On pose dut) = —— -
1+x

1
On integre par parties: I} = [xln(1+x)] fidx.
o 1+x

Soit J = f—dx
x+1—1 x+1 1 1

Ona — =1-—-.
1+x 1+x 1+x x+1 x+1

1 1 1
Donc]zf ldx—f ——dx=[x]g—[In(1 +x)]g =1-In2.
0 0o x+1
Finalement I =1In2—-(1-1n2)=2In2-1.

2. a. Onintegre entre 0 et 1, donc:

0<x<1=0<x"<1=>1<1+x"<2=In1<In(1+x") <In2eten
intégrant ces trois fonctions entre O et 1 :

1
0< I, gf In2dx, soit 0 < I, <In2 <Ilne =1 et finalement 0 < I; < 1, quel que

soit n e N.O

b. On sait que pour x < x < 1, la suite (x") est décroissante, donc < 3 =
1+x"™ <1+ x" = In(1+x"*) <In(1+x") = I,11 < I, : la suite (I,,) est dé-
croissante.

c. Les intégrales I, sont positives car intégrales de fonctions positives; elles sont
donc minorées par 0.
Conclusion : minorée par zéro et décroissante la suite (I,;) est convergente vers
une limite £ >0

Branche surveillance 2 session 2023



Corrigé du concours de contrdleur des douanes A.P.M.E.P.

gx)=In(1+x)—x.

a. Différence de fonctions dérivables sur [0; +oo], la fonction g est dérivable sur cet

intervalle et :

"(x) = 1_1—(1+x)_ X uiestdusignede —xcarl1+x>1>0, quel
& C1+x l+x T 8 - 4
que soit x €]0; +ool.

Comme x > 0,—x < 0; la dérivée est négative, la fonction g est décroissante
(strictement) sur [0 ; +ool.

b. g décroitde g(0)=In(1+0)-0=0a xhrzlmg(x)

In(1+ x)

En écrivant g(x) = x —1], onvoit que:

In(1+x
lim ¥ =0,donc lim
X—+00 X X—+00

im0 = oo

In(1+x) 3
X

1| = —1 et par produit de limites :

Conclusion : quel que soit x € [0 ; +oo[, alors g(x) =In(1+x)—x <0 < In(1+
X) < X.

Or quel que soit x € [0; +oo], il existe X € [0; +oo[ tel que x = X" et on a donc
In(1+X™) < X" pour X€[0; +ool.

En remplacant 'étiquette X par x on al'inégalité demandée.

1 1
c. Le résultat précédent In (1 +x") < x” entraine que f In(1+x") dx < f x" dx,
0 0

soit :
1

etenfin I, <
0 n+1

n+1

In<

Or lim

n—+oo 1 +

lim I,=0.
n—+oo

1= 0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes (puisque I, > 0),

Exercice 3

On considere la suite (u,,) ,eny définie par :

1
up=1 etpourtout neN, un+1:§un+n—2.

1 1 5
. uyy=-+0-2=--2=——;

3 3 3
1 5 5 14

Up==-X|—-z|+l1-2=-=-1=-—;
3 3 9 9
1 14 14

us —x(——)+2—2=——.
3 9 27

2. a. Parrécurrence:
Initialisation Onapourn=4:

1 25 25 25+162 187 . )
Up=—-x—+4+4-2=—+2=———=—2>0=larelation est vraie au rang 4.
3 27 81 81 81
Hérédité :
Supposons qu’il existe n € N, avec n > 4 tel que u, > 0, alors d'une partn > 4 —
n—-2>2et
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1 1 . . .
U, =>0— gun>0:> gun+n—2>2>0, soit u#,+1 > 0:larelation est vraie au
rang n+ 1.

Conclusion : la relation est vraie au rang 4 et si elle est vraie a un rang supérieur
ou égal a 4 elle est vraie au rang suivant : d’apres le principe de récurrence si

n >4, alors u, > 0.

1
b. Pour n > 5, unzgun_1+(n—1)—2;orsin>5,n—1>4et Uy—1 =0, donc

1
un:gun_l+(n_1)_2>(n—1)—20uencore Up=n-3.

c. Comme lirP (n—3) = +oo le résultat précédent montre que lirP Up = +00.
n—+00 n—+00

3. On définit la suite (v,,) e par:

21
pour tout n €N, v,,z—2u,,+3n—?.
. 1
a. Quel que soit n e N, vn+1:—2un+1+3(n+1)—7:—2 gun+n—2 +3n+3-—
2 1(2 )—2n+4+3n+3 21 1(2 )+n+7 21 1(2 )+n !
= —(—2U — - = —(-2U - — = —(—2U - — =
3 " 2 3 " 2 3 " 2
1( 2u,+3n 21)—11/ :
3 " 2) 3™
1
La relation vraie pour tout naturel n, v,.1 = 3 v, montre que la suite (vy),en
21
est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = —2uy — 5 =
21 25
2 2

b. On sait que le terme général de la suite géométrique (v,) ,eneSt :

1\" 25 n . PP
Uy = Vg X 3 :_EX 3 et en utilisant la définition de v, :
21 25 1\" 21 25 1\* 3 21
2up=-vp+3n——=—xX|=| +3n—-— = Uup=—x|=| +-n——.
2 2 3 2 4 3 2 4

n
c. Soitla somme S;, définie pour tout entier naturel n par: S, = Z Up.

no25 (1\k
Soit31=Z—><(—) ;
k=0 4 \3

k=0

1 ntlos  (1)\F
En multipliant par 3 on obtient 3 s1= ) ik (5) puis par différence entre les
k=1
deux derniéres expressions :
2 25 L. 3 1
§SIZZ I_W . En multipliant par 7 s1= 1_W
3 3 nn+1) 3nn+1
Soits; =) k== x ( ) _3nl ).
=02 2 2 4
21 21
Enfin soit s3 = Z ——=——(n+1).
k=0 4 4
Donc S;=s1+s2+s —75(1 ! ) snin+ 1) (n+1)
AR N T 4 4 '
_ 75 1 3n+1(n-7)
Sn = ? - gn+l 4 :
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Exercice 4

1. On trace un arbre pondéré représentant tous les trajets possibles du départ D jusqu’au
sommet S. On distingue les deux fagons d’arriver au sommet : la fagon directe notée
«Sd », et la facon indirecte notée « Si».

\% RI\
l\ftl R3 Si
4 1
D
2
1, 3 Sd
2 ;
1 §=1 R3 . Si
3 1
2. ° p(El)_pRI(R?’)_l_Z—Z
* D’apres la formule des probabilités totales :
(E2)=pR3)=pR3nRy)+pR3nRy) 1 1+2><1—1+2—3+8—11
pit2)=p s SR PR =X T3 371279~ 36 36
1.1
pRinNR3) 3x7 3
o Eq) = Ry) = = = —.
p (E3) = pr, (R1) » [Rs) 1713 1
p(SdnRyp)
° E = R =
p (Eg) = psd (Ro) p(Sd)
31 2 2 1 4 9+16 25
Or p(Sd SdnRy)+p(SdnR —X—F+-—X—=—+—= =—.
rPed) = pl DHPOANR) = X e+ 3 X35 1797 36 " 36

2,2
3%X3 4 36 16

25 )
% "9 25 " 25

3. On modifie 'arbre précédent en rajoutant les longueurs des trajets.

Donc p (E4) =

Sd 5+5,5=10,5

/
. __55
1\4
/5 TSR, —2 Si 5+4+2=11
D\
4 -
~ 6/Sd4+6 10
R,
2\
4,5
Ry — 2 Si 4+4,5+2=10,5
a. Ona:
e p(X=10)= p(RyNSd) = 2,214
plXx = p o 3 3 9
(X=11)=p(R;NR3NSi) = LIV
pla = p (g 3 3 4 T
(X=10,5)=pR;nSd) + p(R, nR3 N Si) L 3+2 L 1 1+2 17
. =10, i)=—XxX—4+—-x—X]=-4—=—
p Pt pifanis 372 33 49 36
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On en déduit la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

X 10 10,5 11
X 2 4 17 1
= X; — — _

p ! 9 36 12

b. On calcule I'espérance mathématique de X.
4 17 1 371,5
E(X)=10x=-+10,5x —+11x— =
9 36 12 36

~ 10,3194 soit 10,32 au centieme pres.
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