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EXERCICE 1

Dans un espace vectoriel euclidien E, de dimension 3, rapporté a une base orthonormée ( 1, ], k )
On considére 'application linéaire ¢ de E dans E définie par

o(1)=7. o(7)=%. ofk)=-7.
1. Démontrer que ¢ est une transformation orthogonale.
Quel est 'ensemble de ses vecteurs invariants ?
2. Démontrer que ¢ o ¢ est une rotation vectorielle dont on déterminera 'axe D.

3. On désigne par P le plan vectoriel orthogonal a D. Définir analytiquement la symétrie vecto-
rielle orthogonale o par rapporta P.

4. Démontrer I'existence d'une rotation vectorielle r d’axe D telle que ¢ = o o r. Les applications
o et r commutent-elles?

EXERCICE 2

Soit 7 un entier naturel non nul, g un réel distinct de 0, de 1 et de —1. On considére, dans le plan
complexe, n points Ag, A1,---, A,—1 d’affixes respectives zg, z1, -+, Zn-1.

1. Démontrer que le systeme de points pondérés

{(Ak, q")ogkgn—l}

admet un barycentre G,,.

2. On donne

zg = 1;
2n . . 27;
zy = Cco0S— +isin—;
n n
zr = (2)* Vke{l,2,-,n-1
a. Déterminer l'affixe z, de G, al’aide de g et z;.
b. Calculer la partie réelle X, et la partie imaginaire Y,, de Z,,.
Zn+Zy Zn—Zn
On rappelle que X, = —= 2 A 2 Ly

3. a. Comment faut-il choisir # pour que Z;, soit réel?

=2

. Déterminer lim X, et lim Y.
n—+ n—+

PROBLEME

On désigne par E(x) (partie entiere du réel x), 'entier relatif k tel que k < x < k+1 et par Log x le
logarithme népérien de x.
Soit la fonction f de R dans R définie par

f _}{ [ E(x)Logx six#0
' fo = o
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Partie A

. Déterminer 'ensemble de définition de f. Démontrer que f est une fonction croissante sur
cet ensemble (on ne cherchera pas a la dériver). Sur quel sous-ensemble est-elle strictement
croissante?

. Démontrer que pour x supérieur ou égal a 1, f(x) est supérieur ou égal a Log x. En déduire
xliI-P f(x).
—+00

. Ftudier la continuité et la dérivabilité de f.
4. Le plan affine euclidien est rapporté a un repére orthonormé 92(0 A )

a. Ftant donné k entier naturel non nul, on désigne par Cy, la représentation graphique de la
fonction

8k : x— gi(x) = kLogx

(x réel strictement positif).
Construire, dans %, C;, Cy, Cs.
b. En déduire la représentation graphique de f sur [0; 4].

Partie B

. Démontrer que f est intégrable au sens de Riemann sur tout segment [0 ; A] (A étant un réel
strictement positif).

. Démontrer que, pour tout entier naturel k, non nul,

k+1 k+1
f fx)dx= k[ Log xdx = k(k+1)Log (k +1) — k*Log (k) — k.
k k
. Déduire de 2. que, pour tout n deN—{0; 1} :

n n —
[ fx)dx=-Y_ kLog (k) + n*Log (n) - nn=1)
1 k=2 2
[On pourra remarquer que k(k+1) = (k+ 12— (k+1).]

. a. nétantun entier supérieur ou égal a 2, démontrer que, pour tout entier k supérieur ou égal
a2 etinférieur ou égala n:

kLog k < kLogn.
& +1
En déduire que Z kLogk < (% - 1) Log n.

k=2
b. Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 2

n n
f f)dx <f xLog xdx.
1 1

En déduire que

2 2 n
n n n 1
—Log(n)——+—-—--<) kLogk.
g 8=ty 4\,;2 8

n

Y kLogk

c. Démontrer que lim k:22—=1.
n—+oo p
7Log(n)
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