Durée : 4 heures
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EXERCICE 1

Le plan affine euclidien E, rapporté au repére orthonormé (O, Z, Z), est identifié a I'en-
semble C des nombres complexes.

Soit T l'application de E dans E qui, au point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z
définie par :

/

Z=02+iz+1
z désignant le conjugué de z.

1. Reconnaitre la nature de 'application T.
Exprimer les coordonnées (x; y') de M’ en fonction des coordonnées (x; y) de M.
Démontrer que T admet un point invariant unique que 'on déterminera.

2. Déterminer les droites du plan globalement invariantes par 7.

EXERCICE 2

Onnote0, 1, 2, 3, 4, 51es éléments de Z/6Z.

1. Dresser la table de multiplication dans 'anneau Z/6Z.
2. Déterminer les éléments x de Z/6Z solutions de 'équation 4x = 4.
3. Déterminer les couples (x; y) appartenanta Z/6Z x Z/6Z, solutions du systeme (S)

dx+dy=2
) {3x+5y=5

PROBLEME

Soit F I'ensemble des fonctions numériques définies sur R. On rappelle que F, muni de I’ad-
dition des fonctions et de la multiplication d'une fonction par un réel est un espace vectoriel.
Soit f1, f>, f3, fa les 4 éléments de F définis par :

xe*cosx
xersinx

fix) e‘cosx f3(x)
fo(x) = efsinx fa(x)

e est la base de la fonction logarithme népérien,
Partie A

Soit E 'ensemble des fonctions f définies sur R par :

f(x)=e"(acosx+ bsinx+ cxcosx+ dxsinx)

ou a, b, ¢, d décrivent R.
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1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de F.

2. Démontrer que 8 = (f1, f>, f3, f1) est une base de E.
(On pourra par exemple utiliser £(0), f (%), f(n), f (3£).

3. Démontrer que tout élément f de E posséde une dérivée f’ qui appartient aussi a E.
Exprimer les composantes (a’, b/, ¢/, d') de f’ dans la base 9 en fonction des com-
posantes (a, b, ¢, d) de f dans cette base.

4. Soit L'application de E dans E qui, a tout élément f de E associe f’, fonction dérivée
de f.
— Démontrer que L est un endomorphisme de E, c’est-a-dire une application li-
néaire de E dans E.
— Déterminer le noyau de 'endomorphisme L et démontrer que L est bijectif.
— Déduire de ce qui précede que tout élément f de E admet une primitive ¢ et une
seule appartenant a E.

Exprimer les composantes (a, f, v, 6) de ¢ dans la base 28, en fonction des compo-
santes (a, b, ¢, d) de f dans cette base.

En déduire la valeur de 'intégrale

27
I:f e*(cosx +sinx+ xcosx+ xsinx) dx
0

Partie B

Soit E; 'ensemble des fonctions f définies sur R par:

f(x) =e*(acosx+bsinx) ol (a; b) e R?

1. Démontrer que E; est un sous-espace vectoriel de E et que %, = (fi ; f2) est une base
de E1 .

2. Soit t unréel donné.
A tout élément f de E; on associe la fonction f; définie sur R par :

fi)=fx+1)

a. Démontrer que f; est élément de E;.

Exprimer les composantes (@’ ; b') de f; dans la base 98, en fonction de ¢ et des
composantes (a; b) de f dans cette base.

b. Soit ¢ I'application de E;1 dans E; qui, a tout élément f de E; associe f;.
Démontrer que ¢ est un endomorphisme de E;
c. Déterminer la matrice de ¢ dans la base %,. Lendomorphisme ¢ est-il bijectif?

N. B. : La partie B peut étre abordée des que les questions 1. et 2., de la partie A ont été
traitées.
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