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EXERCICE 1 4 POINTS

On considére I'entier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systeme de numération de base sept.

1. Déterminer x pour que
a. Asoit divisible par six;
b. A soit divisible par cing.
En déduire qu'il existe x tel que A soit divisible par trente.

2. On donne a x la valeur zéro. Déterminer I'écriture décimale de A. Quel est le nombre
de diviseurs positifs de A? Quel est 'ensemble des diviseurs positifs de A qui sont
premiers avec trois?

EXERCICE 2 4 POINTS

Soit @ un nombre réel vérifiant 0 < a < . On consideére I'équation en z

2a=0.

(E) z?sin® @ —4zsina + 4 + cos

1. Résoudre (E) dans le corps des nombres complexes.

2. On désigne par M’ et M" les images des racines z’ et z” de (E) dans un repére ortho-
normé (O ;u, v) du plan complexe.

Montrer que, lorsque a varie dans ]0 ; [, 'ensemble des points M’ et M" est une
branche d'une hyperbole (H). Préciser les sommets et les asymptotes de (H) et des-
siner la branche d’hyperbole en question.

PROBLEME 12 POINTS

Partie A

On désigne par E un espace vectoriel sur R de dimension 3 et on note 28 une base ( 1, J, k )
de E.
Etant donné un nombre réel a, on considere 'endomorphisme ¢, de E défini par

cp(_[) = a7—27
@ 7 = 27+a7
o(k) = ak

On désigne par P le plan vectoriel de base (7, 7)

—

1. a. Vérifier que, pour tout Ue P, ¢, ( u) eP.
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b. Soit u un vecteur de coordonnées (x ; ¥, z) dans la base 2.
Quelles sont les coordonnées de ¢, (Z) dans cette base?
Déterminer le noyau de ¢, suivant les valeurs de a. A quelle condition ¢, est-il
bijectif? Dans le cas contraire, déterminer I'image de ¢, et, pour tout vecteur v
de B I'ensemble des antécédents de v par ¢ .
2. On suppose que E est euclidien et que %8 est orthonormée.
Soit 22 un plan affine de direction P rapporté a un repere (O ; 7, 7) On désigne par
s la restriction de ¢, au plan vectoriel P et par S I'application affine de 2?2 dans £?
associée 2 s telle que S(O) soit le point O’ de coordonnées (1 —2v/3; 2).
Montrer que S est une similitude directe de 2. Déterminer pour a = 2v/3 le rapport
et le centre de S et une mesure en radians de son angle dans & orienté par (7, 7)

Partie B

T
Soit & I'espace vectoriel des fonctions numériques réelles définies sur I'intervalle [—5 ; E]
de R. On considére le sous-espace vectoriel & de & engendré par les fonctions fi, f>, f3 dé-

, T
finies sur [—— ; —] par
22

fith=e'cost, fi()=e'sint, fz(t)=e .

1. a. Montrer que (fi, f2, f3) est une base de &.

b. Soit f un élément de & de coordonnées (x; y; z) danslabase (f1, f2, f3). Montrer
que la fonction dérivée f’ de f est un élément de & dont on donnera les coordon-
nées dans la base (fi, f2, f3)-

c. En déduire que tout élément f de & a une primitive F et une seule dans & et déter-
miner &.

2. Soit a un nombre réel. A tout élément f de & on associe la fonction f définie sur
T T
[ 22 B
f =@+ fm+2f' @

ou f’ désigne la fonction dérivée de f. Montrer que I’on définit ainsi une application
de & dans & notée y, et que ¥, est un endomorphisme de &.

Calculer les coordonnées de v, (f) = f dans la base (f1, f2, f3) en fonction des coor-
données de f dans cette base.

Partie C

On applique les résultats des parties A et B du probleme au cas particulier ou E = &, % =
(f1, f2, f3) et a=0. On a alors @q = .
Soit g I'élément de & défini par

g(t)=e (cost—sint)
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T
pour tout t € [——; —].
2 2

1. Etudier les variations de g et montrer que g est une bijection de [—g ; g] sur un
intervalle ] qu’on déterminera. Quel est le domaine de dérivabilité de la fonction ré-
ciproque g~!? Calculer le nombre dérivé en 1 de cette fonction g~ .

2. Tracer la courbe représentative C de g dans un repere % orthonormé (unité : 1 cm).
Placer les points d’abscisses 0 et % Tracer aussi la courbe représentative C™! de la
fonction réciproque g~ !.

Calculer I'aire en centimé;trres carrés du domaine D défini par la courbe (C), 'axe Ox

T
etles droites x = ——, x = —.
2 2

3. Montrer que I'ensemble & des fonctions antécédentes de g par ¢ est constitué par

TW
les fonctions gq, a € R, définies sur [_E ; E] par

t

1 1
t)=e "|a+—=cost+—sint].
gott1 =&+ Leost s Lon]

Etudier les variations de g, suivant les valeurs de a.
Tracer les courbes représentatives de g _ Letgs dansunrepere orthogonal Z’' = (O A | )
(On prendra ” 1 ” =3 cm, ” ] ” =1cm).

On pourra utiliser les valeurs approchées suivantes :

[SIE]

e?~4,8 ; e 5=06.
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