«» Baccalauréat C Métropole groupe V juin 1989 ! &

EXERCICE 1 5 POINTS

Dans le plan complexe & rapporté au repere orthonormal (O U, v ), I'unité graphique étant 4 cm,

on définit I'application f qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ définie par

! . . N . iz_”
Z =-jz+i, ol j=e'3.

1. Montrer que f admet exactement un point invariant Q, dont on donnera I’affixe. Caractériser
géométriquement f .

2. On définit dans & la suite (Mp) ,en Par

My = 0
Mu+1 = f(My),pourtout n.

a. Construire Q, My, My, Mo.

b. Pour tout entier n, on note z, I'affixe de M;, et on pose

C.

;7T

Zp=2,—€'s.

Déterminer un nombre complexe a tel que, pour tout entier 7,

Zn+1 = aZy.

Mettre a sous forme trigonométrique et déterminer un entier p strictement positif tel que
a’ =1.

Calculer Z,, puis z; en fonction de n. Calculer z;9g9 et placer M ggg sur le dessin.

EXERCICE 2 5 POINTS

Dans le plan orienté on considere un carré ABCD de centre O. On suppose que ce carré est direct,

—_— — A
c’est-a-dire que (AB, AD) a pour mesure > On désigne par :

r le quart de tour direct de centre A,

t la translation de vecteur A—ﬁ,
h ’homothétie de centre C de rapport v/3.

1. a.
b.

Prouver que r’' = tor est une rotation, dont on précisera I'angle.

Déterminer les images de A et B par r’.
En déduire le centre de r’.

2. On se propose d’étudier la transformation f =r'o h.

a.
b.

Montrer que f est une similitude dont on précisera I'angle et le rapport.
SoitIle centre de f. Déterminer 'image de C par f.
—_— — Vi
Prouver que (IC, ID) = etque ID =v31C.
—_— T
Déterminer et construire I'ensemble I' des points M du plan tels que (MC, MD) =5

Donner une mesure de I'angle (6]3, Ef) Placer I sur la figure.
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d. Prouver que 'ensemble I'" des points M du plan tels que MD? —3MC? = 0 est un cercle dont

on précisera le centre G et le rayon.
Construire T”.

PROBLEME

PartieA:

Lobjet de cette partie est d’étudier la fonction g définie sur [0 ;+oo[ par:

g = l-e’ sit>0,etg(0)=1.
1. a. Etablir que g est continue en 0.
b. Déterminer la limite de g en +oco.
2. a. Pourtout ¢ > 0, calculer g'(r).
b. Prouver que pour tout £ >0, 1+t < e’.
c

courbe représentative de g).
3. On se propose d?étudier la dérivabilité de g en 0.

A cet effet on introduit la fonction & définie sur [0 ; +oo par:

2 ,
h)=1-t+——e"".
) 2

a. Calculer h/(x) et h"(x), ainsi que les valeurs de 1(0) et A'(0).

b. Prouver que pour tout £>0:

/3
0<h(n< — (1)
6
pour cela, on établira d’abord que 0 < 1" (1) <
puis de h.
. . l-e'—¢
c. Déduire de la relation (1) un encadrement de —Q

1
Prouver finalement que g est dérivable en 0 et que g’'(0) = — >

Partie B :

On se propose d’étudier la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par :

fx) =i(e_x—e_2x) six>0, et f(0)=1

1. a. Déterminer la limite de f en +oo.

b. Prouver que pour tout x >0,

flo= %e_zx (2x+1-e"(x+1)).

10 POINTS

. En déduire le signe de g’ et le sens de variation de g (on ne demande pas de construire la

t, et on en déduira un encadrement de 5’

c. A partir de I'inégalité 1+ x < e*, établie au A. 2. b., montrer que, pour tout x >0, f'(x) <O0.
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2. Vérifier que pour tout x >0,

fx)=2g2x)-gx) 2

ol g estla fonction étudiée dans la partie A.
En déduire que [ est dérivable en 0 et calculer f'(0).

3. Construire la courbe représentative (¥) de f, le plan étant rapporté a un repere orthonormal

—

(O ; 7, J ) Unité graphique : 4 cm.

PartieC:

On étudie maintenant la fonction F définie sur [0 ; +oo[ par :

r
F(1) =f f(x)dx.
0

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.

1. a. Etudier le sens de variation de F.
b. Etablir que pour tout x > 0, 0 < fx)<e ™.
En déduire que pour tout t >0, 0 < F(f) < 1.

2. Soit G la fonction définie sur [0 ; +oo| par :

t
G(t) = f g(x)dx.
0
a. En utilisant la relation (2), prouver que pour tout ¢ >0:
F(t)=G@2t) - G(1).

b. En déduire que pour tout £>0:

2t
F(t)= A g(x)dx. 3)

c. Etablir que pour tout x> 1:
]' —X
0<--gx)<e ™.
X
En déduire que pour tout £ >1:

0<In2-F(r)<e .

d. Prouver finalement que F(f) admet une limite lorsque ¢ tend vers +oo et déterminer cette
limite.
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