Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 4 points
Enseignement obligatoire

Une unité de longueur a été choisie. On demande de faire une figure.
Soit ABC un triangle équilatéral de coté 3, B’ est le milieu de [AC] et D le point défini par la relation :
4AD = AB +3BC.

1. Démontrer que D est le barycentre du systéme :

{(A, 3); (B, =2); (C, 3)}.
En déduire que D appartient a la médiatrice du segment [AC].
— 3—
2. Démontrer que BD = > BB'.

3. Calculer : DA? et DB2.

4. Déterminer I'ensemble (E) des points M vérifiant la relation :

3MA% - 2MB? +3MC? = 12.

EXERCICE 2 4 points

Une urne contient six boules indiscernables au toucher : quatre boules vertes et deux boules jaunes.

1. On tire simultanément au hasard deux boules de I'urne.

On note X la variable aléatoire qui, a chaque tirage de deux boules, associe le nombre de boules
vertes tirées.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et calculer son espérance.
2. On tire au hasard, deux fois de suite, deux boules simultanément, les boules n’étant pas re-
mises dans l'urne.
On note A, B, C, D les événements suivants :
A :aucune boule verte n’est tirée au cours du premier tirage de deux boules.
: une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du premier tirage de deux boules.
: deux boules vertes sont tirées au cours du premier tirage de deux boules.
:une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du deuxieme tirage de deux boules.
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. Calculer:
P(D/ A) (Probabilité conditionnelle de D sachant que A est réalisé) ;
P(D/B) (Probabilité conditionnelle de D sachant que B est réalisé) ;
P(D/C) (Probabilité conditionnelle de D sachant que C est réalisé).
b. En déduire les probabilités des évenements DN A, DnBet DN C.

c. Calculer la probabilité de I'évenement D.
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PROBLEME
La partie C est indépendante de la partie B du probleme

Partie A
1. Etudier sur I'intervalle 0 le sens de variation de la fonction h; définie par
hi(x)=x—-Inx.
Montrer que pour tout réel x appartenant a 'intervalle ]0; +oco[ on a
h(x)>0.

On définit alors sur l'intervalle ]0 ; +oo[ la fonction f; par

X

fix) =

x-Inx’
2. Etudier le sens de variation de la fonction fi.

Déterminer les limites de f; aux bornes de l'intervalle 10 ; +ool.
Dresser le tableau de variations.

3. On considere la fonction ¢ définie sur 'intervalle ]0 ; +ool par

¢1(0)=0
p1(x)= fi(x)  pourx€l0; +ool

Montrer que ¢; prolonge fi par continuité.
Etudier la dérivabilité de ¢; en 0.

Partie B.
Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Etudier sur l'intervalle ]0 ; +ool le sens de variation de la fonction h,, définie par

hup(x) =x"-Inx.

En déduire que pour tout réel x appartenant a l'intervalle ]0 ; +oo[on a: h,(x) > 0.

On définit alors sur l'intervalle ]0 ; +oo[ la fonction f;, par

X
fn(x) = m

2. On définit sur l'intervalle ]0 ; +oo[ la fonction g, par

gn(x)=1+(1-nx"-Inx.

Montrer que g, est strictement croissante sur l'intervalle 10 ; +ool.
En déduire I'existence d'un réel unique a, tel que : g, (a,) =0.
Comparer ay, et 1. Quelle est la valeur de ap ?

3. a. Démontrer que pour tout x de 'intervalle ]0 ; +ool, on a

gn(x)
(x —lnx)z'

fa0) =

En déduire le sens de variation de f;,.
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b. Préciser les limites de f,; aux bornes de ]0 ; +ool et dresser le tableau des variations de f;,.

4. a. Envous aidantlala question 3. de la partie A., montrer que f;, admet un prolongement par
continuité ¢, dérivable sur ]0 ; +ool.

b. Tracer la représentation graphique %> de ¢, dans un repére orthonormé (unité : 4 cm).
Partie C
3
Calcul approché de I'intégrale [ fi1(x) dx par la méthode des rectangles.
1

1. En utilisant la question A., déterminer lorsque x appartient a l'intervalle [1; 3], un encadre-
ment de x —In x.

En déduire que pour tout x de I'intervalle [1; 3], on a

[fA|<. @

2. On considere deux nombres réels a et 5 tels que 1 < a < f < 1 et on pose

B B
Azf filx)dx et ]=f fila) dx.
a a

a. En utilisant la relation (1)et 'inégalité des accroissements finis, démontrer, que pour tout
nombre réel x appartenant a l'intervalle [a ; B], on a

a-x< fikx)-fila) <x—a.

b. En déduire que

B B
f (a—x)dng—]gf (x—a)dx.
a a

c. Montrer que

1
|A—J|<5(ﬁ—a)2.

3. On partage l'intervalle [1; 3] en n intervalles de méme longueur en utilisant les réels xg, x1,..., X, tels
que

l=xg<x1 <" <Xp-1<Xxp,=3.

On adonc

2
Xi+1 — X = — pour k appartenanta {0; 1; ... ; n}.

n
On pose

Xk+1 Xk+1
Ai = f1 (x)dx et Ji = f1 (xz) dx.
Xk Xk

Démontrer que

3 2
j; fi)dx—Uo+ 1+ +Jn-1)| < pe

3
En déduire une valeur approchée de f fi(x)dxa 107! pres.
1

On légitimera le choix de n.
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