Durée : 4 heures

o» Baccalauréat C juin 1975 Rennes oo

EXERCICE 1

Résoudre dans le corps des complexes I'équation :

z€C, Z-V2.22+1=0

EXERCICE 2

Dansune épreuve, I'espace des éventualités QO comprend huit élémentsnotés a, b, c,d, e, f, g, h.
Les ensembles A= {a,c, f, h} et B={b,c, f, g} sont des événements.

1. Trouver un ensemble & de quatre évenements E;, E,, E3, E; incompatibles (ou dis-
joints) deux a deux et tels que :

A=EjUE;, B=EjuUE;, Q=E{UE;UE3UE;4.

On notera désormais < 1,4 > '’ensemble des entiers {1, 2, 3, 4}.

2. Soit & I'ensemble des parties de Q tel que :
peB, QeB, EcB
ie<l,4>, [E; €%
etVie<l,4>Vje<l,4>,i#j,ElUE, € B.
Montrer que (Q, 98) est un espace probabilisable.

3. Onpose:

P(A) _! P(B) _! P(ANB) _1
-2’ -3 6

Montrer que la probabilité P est parfaitement définie sur (Q2, %).

4. Soit X la variable aléatoire définie sur (Q2, 98, P) telle que :

Xa=2, X(b)=3, X()=-1, X(d)

Quelles sont les valeurs X(e), X(f), X(g), X(h)? Quelle est la loi de X? Quelle est sa
fonction de répartition? Trouver I'espérance mathématique et la variance de X.
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PROBLEME

Les parties A - et B - sont indépendantes
Partie A

Dans cette premiere partie, E; est un plan vectoriel, 98 = (7, 7) est une base orthonormée
de E;; P est un plan affine (euclidien) attaché a E,.

On dira qu'un endomorphisme ¢ de E; possede la propriété (p) s'il existe un réel k €]0 ; 1[
tel que :

et Jof7)|<x]7]

1. a. Donner un exemple simple d’endomorphisme de E,, autre que I'application nulle
possédant la propriété (p).
b. Si ¢ ety possedent la propriété (p), en est-il de méme pour yo@?
L'ensemble des endomorphismes bijectifs de E, possédant la propriété (p) est-il
un sous-groupe du groupe linéaire de E, ?
c. Montrer que si ¢ vérifie la propriété (p) et si Id désigne 'application identique de
E, dans E,, ¢—Id est un endomorphisme bijectif de E,.
2. a. ¢ étantun endomorphisme de E; et k un réel positif, montrer qu’il y a équivalence

entre :
o vien Jof7)| <[
i vier, []=1=|o[7)| <¥[7]

b. Soit ¢y 'endomorphisme de E;, dont la matrice dans 28 est

( Z ).

3
On se propose de montrer que ¢, posseéde la propriété (p).
Soit 0 e Ret v(0) =cosf 1 + sin07.

On pose F(0) = ”(po (TB))) ”2

Ecrire F(0) sous la forme : A+ Bsin?0+ Csin6 cos6 avec (A, B, C) € R3; en déduire

W= D=
N~

3
que F(0) < 7 puis que ¢ vérifie la propiété (p).
3. Soit f une application affine de P dans P dont I'endomorphisme associé ¢ possede la
propriété (p).
a. Montrer qu'’il existe au plus un point P invariant pour f.

A étant un point donné de P, montrer qu’il existe dans P un point unique Q tel
que:

¢(ACQ)-AG = FWA

En déduire que Q est invariant par f et que:

VMeP, Qf(M) =(p(QM)
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. Appliquer ce qui précede a I'étude des deux suites de réels (x,) uen €t (n)

. Soit My € P. On définit la suite de points M;, de P pour n > 1 par M, = f (M;—1).

=0

Montrer que lim ” QM
n—+oo

(xn; yn) étantles coordonnées de M,, dans le repére (O, %), que peut-on dire des
deux suites de réels (xp) nen €t (¥n) pen ?

. Si fy est I'application affine de P dans P telle que f,(O) ait pour coordonnées

(1; —2) dans le repere (O, 98) et que I'endomorphisme associé soit ¢y dont la

1 _1
matrice dans la base 28 est (% 22), trouver les cordonnées dans (O, 28) du point
3 3

Q invariant par f.
dé-

neN
finies par leurs premiers termes, xg et y, et par les relations de récurrence :

Xp, = 1x L +1
n>1 n = 3 n-1 2yn—l
1 2
Yn = gxn—1+§,Vn—1_2

Partie B

. Atoutréel x appartenant al'intervalle I = [1 ; +oo[ on fait correspondre le nombre

Log x+2.
Montrer que x € I entraine (Logx+2) € L.
Soit f I'application de I dans I telle que f(x) =Logx +2.

. On pose ¢(x) = f(x) —x.

Etudier le sens de variation de ¢. En déduire que I'équation f(x) = x a une solu-
tion unique xg dansI=[1; +ool.
Résoudre dans cet intervalle les inéquations : f(x) > x et f(x) < x.

. Soit aunréel tel que a €]l ; xp[ et soit] =[a; +ool.

1
Montrer que f(J) cJetque:Vxe], |f/(x)|< 2

. Montrer que :

1
Vi€l Vxz €], |f(x)—f ()| < —lx -l

Pour ce faire on pourra utiliser le fait que si deux fonctions g et h sont intégrables
sur [a; Bloua<Petsi,Vxe[a; fl, g(x) <h(x),ona:

B B
fg(x)dng h(x)dx

On considere la suite (uy,) ey telle que

Vn>1, up=Logu,_1+2

up étant un réel supérieur ou égala a, ac]1; xpl.
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a. Montrer que si ug > xp tous les termes de la suite sont strictement supérieurs a xy,
et la suite (u,,) est décroissante.

Cas ol ug = xg.
b. Montrer que, dans tous les cas, on a:

1
Vn>1, |un_x0|<;|un—l_x0|-

En déduire la limite de la suite (¢,;) quand n tend vers I'infini.
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